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 1 INTRODUCCIÓ 
 
Aquest treball es centrarà en el període de batxillerat. M'en recordo de la meva època 
d'estudiant a l’institut i em ve a la ment com molts dels meus companys no tenien gaire clar 
quina era la carrera que volin fer. Aquesta incertesa es vivia amb força ansietat, ja que aquesta 
elecció determinaria en gran mesura el seu futur. Durant l'últim període d'escolarització, fer 
aquesta elecció i la por a equivocar-se marca d'una manera important aquesta etapa de la vida. 
Avui en dia, amb la meva experiència del pràcticum, he vist com la historia es repeteix i ara són 
nous joves els que viuen aquest tram de la seva educació amb incertesa. 
 
També recordo el treball dels meus professors per ensenyar a interrelacionar idees de 
qualsevol disciplina i a trobar el significat profund dels conceptes. En resum: desenvolupar la 
capacitat de pensar i analitzar de l'alumnat. Aquesta qualitat va ser una de les eines més 
valuoses que vaig adquirir durant el meu període escolar. És clar que una base sòlida en les 
ciències fonamentals de la física, la química i les matemàtiques és imprescindible per entendre 
el món que ens envolta i poder trobar respostes a les qüestions cientifico-tècniques. Tanmateix, 
per poder desenvolupar aquesta capacitat d'anàlisi entre els alumnes, és important la 
coordinació docent a nivell horitzontal, és a dir, que per organitzar algunes activitats educatives 
els professors de diferents matèries interactuïn entre ells i col·laborin de manera estreta. 
Aquesta estratègia d’organització entre els docents atorga als mateixos un ventall molt ampli de 
possibilitats per treballar amb l’alumnat d’una manera més coherent i donar-los-hi un 
ensenyament més proper a la seva realitat i una visió del món molt més interconnectada i 
holística.  
 
Durant el pràcticum, em va cridar l’atenció que els alumnes es sorprenien quan els 
parlava de temes de ciències naturals per il·lustrar conceptes matemàtics i escoltava frases 
com "però...això no és de matemàtiques!" o "entraran a l'examen coses de ciències naturals?". 
Després em vaig adonar que aquests comentaris són totalment comprensibles, ja que les 
assignatures es focalitzen com una preparació per fer un examen amb continguts fraccionats, 
en el que normalment no es barregen conceptes. Des del meu punt de vista, l'excessiva 
compartimentació de les matèries fa els alumnes més curts de mires, és a dir, els tanca la 
ment. L'escola hauria de ser un lloc d'on s'ha de sortir amb més capacitat per fer-nos 
preguntes, amb més interrogants, però amb més capacitat també de trobar les respostes. 
 
La metodologia d'ensenyament dels alumnes a l'escola, fins i tot en els cursos més 
avançats com és el batxillerat, és massa dirigida. No s'acaba de donar independència 
d'aprenentatge a l'alumnat i això fa que molts dels mateixos fracassin quan arriben a la 
universitat. L'autonomia en l'aprenentatge passa perquè l'alumnat sàpiga aprendre a pensar i a 
aprendre per sí mateix. 
 
L'objectiu majoritari dels estudiants que cursen batxillerat és afrontar una carrera. Tant 
l'elecció adequada del grau que volen estudiar com la capacitat de pensar faran d'aquestes 
persones uns futurs professionals competents i feliços amb la seva tasca. 
 
En aquest document s'ha elaborat una sèrie de continguts de treball principalment pel 
professorat però també per l’alumnat de batxillerat. Una de les possibles utilitzacions d’aquest 
material pot ser la preparació d’una assignatura optativa de batxillerat on es treballin conceptes 
nous (fora del currículum) de matemàtiques amb gran transversalitat amb camps com 
l’enginyeria, la biologia, la física i la química. 
 
L'objectiu d'aquest material és potenciar el treball interdisciplinari, apropar les 
matemàtiques a l’alumnat i consolidar conceptes matemàtics mitjançant activitats de caràcter 
pràctic. També es pretén facilitar a l'alumnat la decisió de quina carrera vol estudiar, explicant 
des d'un punt de vista molt divulgatiu alguns del temes que es treballen en les carreres 
cientifico-tècniques. El material està pensat de manera que l’alumne sigui el protagonista i porti 
el ritme de la classe, tot fent preguntes per poder arribar a la descoberta dels continguts aquí 
mostrats. El professor els guiarà en funció dels continguts desenvolupats en aquest treball, 
però sense cenyir-s’hi de manera estricta. 
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 2 DEFINICIÓ I CONTEXT DEL PROBLEMA 
 
El batxillerat comprèn un període de dos anys de preparació acadèmica que culminen en 
l’avaluació final de les proves d’accés a la universitat (PAU). El material presentat en aquest 
treball està pensat per ser una assignatura optativa de batxillerat científic-tecnològic que podria 
ser un luxe des del punt de vista tant del professorat com de l'alumne; estaria fora del 
currículum i es podria dedicar a cada tema el que es considerés adient, sense la pressió de la 
manca de temps que caracteritza el batxillerat. 
 
El material elaborat té el format d'un llibre per al professor. La meva recomanació és no 
entregar-lo als alumnes al principi del curs, tot i que no trobaria malament fer-ho un cop 
acabada l’assignatura. Ho considero així perquè recomanaria fer un ensenyament basat en el 
mètode socràtic i la resolució de problemes: el professor faria les preguntes adequades per tal 
que els alumnes arribessin per ells mateixos a l'anàlisi de la qüestió i a la troballa de les 
respostes als interrogants proposats pel professor. Les assignatures optatives tenen una ràtio 
d'alumnat molt menor que les assignatures convencionals. Aquesta circumstància propicia la 
participació de tots els membres del grup i facilita la gestió de l’aula. El material aquí presentat 
no està concebut com una bateria de preguntes que el professor ha de fer als alumnes per tal 
que ells mateixos trobin la solució; realment, l’èxit d’aquesta proposta recau en el fet que el 
professor sigui capaç de guiar als alumnes per si mateix, sempre amb el recolzament del 
material elaborat aquí. D’aquesta manera serà més fàcil conservar l’espontaneïtat que és 
necessària per abordar una ensenyament d’aquest tipus. 
 
La temàtica escollida és d'una gran practicitat i mostra com, amb una base matemàtica 
que no és necessàriament molt elevada, es poden arribar a conclusions molt interessants dins 
les àrees de l'enginyeria i les ciències. Els temes proposats juguen entre la practicitat de 
l'enginyeria i la curiositat de les ciències. La transversalitat dels continguts no es limita a 
ensenyar quines són les matemàtiques que es poden trobar darrera d’altres disciplines, sinó 
que mostra com conceptes matemàtics com les semblances que es fan servir en enginyeria per 
construir prototips es poden fer servir per arribar a conclusions de qüestions científiques. Tot i 
això, l’objectiu principal d’aquest treball és mostrar a l'alumnat que la comprensió profunda d'un 
concepte va més allà de poder-lo usar per al que ens l'han ensenyat. Així, si la seva 
comprensió és profunda, veurem que podem fer servir aquests coneixements per moltes altres 
situacions que no tenen per què correspondre a la mateixa matèria. Si es trenquen aquests 
límits, l'èxit professional dels alumnes serà molt més senzill. Així mateix, l'estudi de les matèries 
serà molt menys feixuc i els alumnes trobaran en l'estudi una activitat engrescadora enlloc 
d’una successiva carrera d'obstacles que s'han de saltar. 
 
Aquest estil pedagògic es pot aplicar en l’assignatura de matemàtiques però suposa una 
inversió de temps molt important. Durant el pràcticum vaig intentar posar en pràctica aquest 
mètode i realment suposa un esforç molt més gran per part del professor i també de l’alumne, 
però des del meu punt de vista fa que en les classes es generi una proactivitat bilateral de gran 
valor educatiu. La manca de temps fa difícil la tasca; per això, una assignatura optativa on la 
pressió del currículum no existeix crec que seria el marc ideal per proposar unes classes 
basades 100% en aquest mètode. 
 
La meva proposta d'avaluació seria un treball on els alumnes expliquin a la classe quines 
matemàtiques poden trobar darrera qualsevol qüestió tecnològica o científica. El treball es 
realitzaria per parelles heterogènies i la presentació del mateix seria una exposició oral davant 
tot el grup. La capacitat d'exposar la feina feta és una part important en qualsevol àmbit 
professional i és una habilitat que s'ha de treballar des de l'escola. 
 
En resum, des del meu punt de vista els dos aspectes que s’haurien de treballar més a 
les aules són els següents: 
 
- La interdisciplinarietat. 
- Les competències. 
 
Matemàtiques visibles i invisibles al nostre voltant. Pàgina 3 de 45 
 Abans de presentar els continguts, he realitzat una recerca d’aquest dos conceptes dintre 
del món de la pedagogia per tal de dotar d’un marc de referència els mateixos i clarificar el 
context en el que ens mourem. 
 
2.1 LA INTERDISCIPLINARIETAT 
 
Crec que és correcte reaccionar davant una visió tancada de les diferents disciplines, ja 
que el sentit de cadascuna d’elles no es capta sense relacionar-les amb un horitzó més ampli 
del coneixement i de la pròpia experiència, però és també cert que cada disciplina ofereix 
coneixements que tenen una validesa intrínseca i que són interessants sense haver-los de 
relacionar amb cap altra matèria. 
 
Es podria dir que el terme “interdisciplinarietat” ha passat a formar part del vocabulari 
col·lectiu en els darrers temps. En aquest sentit, molts països i organitzacions internacionals 
han formulat estratègies que els ha portat a considerar la interdisciplinarietat com una part clau 
en les seves polítiques educatives i de desenvolupament. A tall d’exemple, en el procés 
Bolonya el consell d’educació Europeu ha posat molt èmfasi en considerar la 
interdisciplinarietat com una peça fonamental per aconseguir un espai europeu d’educació i 
desenvolupament de qualitat (Thinking Across Disciplines - Interdisciplinarity in Research and 
Education, 2008). 
 
 
2.1.1 L’ORIGEN DE LA INTERDISCIPLINARIETAT 
 
L’origen més notable del concepte d’interdisciplinarietat es podria trobar a la filosofia 
grega. En la dècada dels 70 va tenir lloc un ressorgiment de la interdisciplinarietat, un dels 
majors exponents de la qual va ser el francès Jean Piaget. Aquest intel·lectual fou conegut pels 
seus treballs sobre el desenvolupament cognitiu, la psicologia evolutiva i per ser el creador de 
l’epistemologia genètica, entre d’altres. Piaget considerava que les estructures lògiques que 
organitzen el coneixement de totes les disciplines, des de les matemàtiques fins a la sociologia, 
són sempre les mateixes. Sostenia que això es deu a que aquestes són les estructures de 
l’aparell cognitiu de la intel·ligència humana amb la qual comprenem qualsevol objecte. Dit 
d’una altra manera, la intel·ligència seria una sola per treballar sobre qualsevol de les ciències i, 
per tant, totes les ciències tenen en comú que produeixen el seu anàlisi amb les mateixes 
estructures cognitives (Piaget 1975). 
 
 
2.1.2 EL CONCEPTE D’INTERDISCIPLINARIETAT 
 
L’enfocament interdisciplinar tracta d’abordar una matèria des de diversos angles i 
mètodes disciplinars diversos, transcendint els límits de cada disciplina d’origen per crear una 
nova forma de concepció i enteniment d’una matèria. Per això, la interdisciplinarietat no és una 
matèria ni un contingut, sinó que representa un procés que desemboca en una síntesi 
integrativa, un procés que amb freqüència s’inicia amb un problema o amb una pregunta 
(Rugarcía 1996). 
 
La interdisciplinarietat no s’ha de veure com un fi en si mateixa, sinó com una manera de 
millorar l’ensenyament que serveix per afrontar problemes complexos que no poden resoldre’s 
amb la simple aplicació dels coneixements i mètodes de les disciplines de forma aïllada. Per 
aquesta raó s’ha de plantejar un canvi de paradigma educatiu on es fomenti la 
interdisciplinarietat per preparar a futurs científics i enginyers. D’aquesta manera, seran 
capaços de resoldre grans problemes que superin els límits d’una sola disciplina i aconseguiran 
obtenir un coneixement més unificat. En aquest sentit, la interdisciplinarietat pot ser una nova 
forma de fomentar la transferència científico-tècnica des de la universitat cap a les empreses 
d’una manera més efectiva. 
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2.1.3 LA NECESSITAT DE LA MONODISCIPLINARIETAT I LA INTERDISCIPLINARIETAT 
 
La interdisciplinarietat no s’ha d’entendre com una forma d’educació de baixa qualitat en 
la que no s’aprofunditza ni s’aplica el rigor científic-tècnic; la interdisciplinarietat s’ha de basar 
en coneixements i habilitats ben fonamentades procedents de les diferents matèries (The 
Design and delivery of inter- and pluridisciplinary research, 2002). S’ha de rebutjar la concepció 
de que la interdisciplinarietat és l’antítesi del saber disciplinar, ja que no existeix una vertadera 
interdisciplinarietat sense disciplines. Tanmateix, això no vol dir que per aconseguir la 
interdisciplinaritat sigui suficient posar en contacte els discursos de diverses disciplines, sinó 
que es tracta d’arribar a un discurs comú. I això no té res de fàcil.  
 
Moltes vegades he assistit a congressos que diuen ser interdisciplinars quan en realitat 
són un conjunt de diverses ponències cadascuna amb el seu discurs privat, amb el seu 
llenguatge tècnic i el seus criteris, sense ser capaces de dialogar amb la resta de disciplines. 
Finalment, el resultat és que no entenem pràcticament res degut a l’especificitat dels discursos i 
ens sentim desorientats més que engrescats. 
 
 
2.1.4 OBJECTIUS DE LA INTERDISCIPLINARIETAT 
 
L’objectiu principal que implica la interdisciplinarietat, des del punt de vista de la formació 
intel·lectual i cultural, és prendre costum a considerar i valorar punts de vista diversos i això 
constitueix una experiència intel·lectual molt positiva en sí mateixa (Klein 1990). Al mateix 
temps, la consciència del caràcter limitat de cada saber i de la impossibilitat d’atribuir-li un sentit 
sense traspassar les seves fronteres alimenta al mateix temps el sentit crític i la recerca de la 
sabiduria. Això esdevé així perquè la interdiscipinarietat imposa la presa de consciència dels 
límits de cada saber, cosa que implica, per una banda, transcendir cap a horitzons més rics i 
complexos i per altra banda, més pràctics i existencials que en un primer moment no s’havien 
presentat com dignes d’interès (Follari 2007). D’aquesta manera, la interdisciplinarietat pot 
revelar-se com una important experiència amb la qual l’alumnat es pot acostumar a buscar una 
comprensió de la realitat i de sí mateix més autèntica.  
 
 
2.2 LES COMPETÈNCIES 
 
L’adquisició de competències està vinculat 100% a la finalitat que li donem a l’educació. 
Comparteixo plenament la idea que diu que l’educació és aconseguir que les persones tinguin 
coneixement sobre el món (saber), disposin de les eines per comprendre’l (saber fer) i puguin 
habitar-lo i millorar-lo (saber ser i saber estar). A més a més, l’educació també es basa en que 
aprenguin a aprendre i continuïn aprenent al llarg de la seva vida. Si la nostra visió de 
l’educació és d’aquest tipus, el treball per competències a les aules pren un paper rellevant 
com a metodologia educativa. 
 
L’adquisició de competències generals segueix essent important en el període de 
batxillerat, ja que prepara per a la vida activa i per actuar d’una manera eficient. Les sis 
competències generals són: 
 
 Competència comunicativa. 
 Competència en gestió i tractament de la informació. 
 Competència digital. 
 Competència en recerca. 
 Competència personal i interpersonal. 
 Competència en el coneixement i interacció amb el món. 
 
 
2.2.1 ORIGEN DE LES COMPETÈNCIES 
 
David McClelland, professor de psicologia de la Universitat de Harvard, en va ser un dels 
principals promotors a la dècada dels 70. Va arribar a la conclusió que les mesures 
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 d’intel·ligència i personalitat, així com les proves de coneixements no eren útils per preveure 
l’èxit laboral i personal d’un individu. Aquest fet va provocar que iniciés tota una línia 
d’investigació per trobar altres condicionants que expliquessin l’èxit laboral i personal al marge 
del coeficient intel·lectual. 
 
En aquesta mateixa direcció van sorgir els models que, primer amb Howard Gardner i el 
seu model d´intel·ligències múltiples i més tard amb Daniel Goleman i la intel·ligència 
emocional, van explicar que la intel·ligència de tota persona està repartida en 8 parts, totes 
elles de molta importància. Per això, ambdós psicòlegs descarten la validesa d'etiquetar a les 
persones basant-se en els resultats que puguin obtenir a través d’un test que mesuri el 
coeficient intel·lectual (Goleman 1995). 
 
Paral·lelament a aquests estudis, durant la dècada dels 80, en el mercat laboral es va 
evidenciar la necessitat de disposar de treballadors competents. Durant aquest període 
comença el que es coneix com el canvi d’una societat industrial a una societat del coneixement 
i de la informació, la qual demanda, cada cop més, treballadors qualificats. Aquest terme, que 
s’havia utilitzat des de sempre, des d’aquest moment amplia el seu sentit. De fet, els primers 
que se n’adonen són els equips de recursos humans, els quals durant la dècada dels 80 i 90 es 
generalitzen a les mitjanes i grans empreses, per tal de millorar els processos de selecció. Amb 
això, Graham al 1991 defineix les competències com la capacitat per transferir destreses i 
coneixements a noves situacions dins d’una àrea d’ocupació laboral; comprèn l’organització i la 
planificació del treball, la innovació i la capacitat per abordar situacions no rutinàries; inclou les 
qualitats d’eficàcia personal que es necessiten en el lloc de feina per relacionar-se amb els 
companys, els directius i els clients (Graham et al. 1991). 
 
Així mateix, l'Organització Internacional del Treball (OIT) defineix la competència laboral 
com la construcció social d’aprenentatges significatius i útils per al desenvolupament productiu 
en una situació real de treball que s’obté, no només a través de la instrucció, sinó també 
mitjançant l’aprenentatge per experiència en situacions concretes durant el treball (Catalano 
2004). Aviat aquest concepte va ser aprofitat per altres sectors, entre ells el de l'educació. Així, 
l'any 2000, Le Boterf defineix que la competència educativa és “...la seqüència d'accions que 
combinen diversos coneixements, un esquema operatiu transferible a una família de 
situacions... És el resultat d'una combinació pertinent de diferents recursos (coneixements, 
xarxes d'informació, saber fer)”(Le Boterf 2000). 
 
Per una altra banda, un altre organisme internacional que des d’un primer moment es va 
veure interessat en el concepte de competències, va ser l'Organització per la Cooperació i el 
Desenvolupament Econòmic (OCDE), que emmarca les competències com la capacitat de 
respondre a demandes complexes i de dur a terme tasques diverses de forma adequada; 
suposa una combinació d’habilitats pràctiques, coneixements, motivació, valors ètics, actituds, 
emocions i altres components socials i de comportament que es mobilitzen conjuntament per 
aconseguir una acció eficaç (Salganik 1999). Aquest organisme va motivar la creació del 
projecte DeSeCo (Definition and Selection of Key Competences). En aquest projecte es tracta 
de determinar quines competències i habilitats són rellevants perquè una persona pugui viure 
exitosament i responsable. Paral·lelament a aquest projecte, l'OCDE va iniciar el programa 
PISA per avaluar diferents indicadors educatius dels estats membres. Tal com diu l'Institut 
Nacional de Qualitat i Avaluació (INCE), depenent del Ministeri d'Educació, “...es 
proporcionaran indicadors sobre el perfil bàsic dels coneixements, habilitats i competències 
dels estudiants de cada país ...”. 
 
Al mateix temps, les institucions europees van iniciar tot un camí per tal de desenvolupar 
aquest concepte dins de la societat. L'autor José Moya Otero, del Projecte Atlàntida, descriu 
aquest recorregut que comença a l’any 2000 al Consell Europeu de Lisboa on va concloure que 
un marc de referència europeu havia de definir les noves qualificacions bàsiques com a mesura 
essencial de la resposta d'Europa davant la globalització i el desplaçament cap a economies 
basades en el coneixement. D'aquesta manera s'entén que el principal valor d'Europa són les 
persones. Aquest procés finalitza amb el Consell Europeu de l’any 2006 on es defineixen les 
vuit competències bàsiques: comunicació en llengua materna, comunicació en llengües 
estrangeres, competència en matemàtica i competències bàsiques en ciència i tecnologia, 
Matemàtiques visibles i invisibles al nostre voltant. Pàgina 6 de 45 
 competència digital, competències socials i cíviques, competència en aprendre a aprendre i 
competència en el sentit de la iniciativa i l'esperit emprenedor. 
 
Nombrades les competències bàsiques, es pot establir un paral·lelisme entre les 
mateixes i els tipus d’intel·ligència definits per Gardner i Goleman. Aquestes relacions queden 
recollides en la següent taula: 
 
 
 
COMPETÈNCIA 
 
INTEL·LIGÈNCIA 
 
1. Competència comunicativa, lingüística i 
audiovisual. 
És la capacitat de saber comunicar oralment 
(conversar i escoltar) i expressar-se per escrit i amb 
els llenguatges audiovisuals, fent servir el propi cos i 
les TIC, amb gestió de la diversitat de llengües, amb 
l’ús adequat de diferents suports i tipus de text i amb 
adequació a les diferents funcions. 
 
Intel·ligència lingüística. 
Es manifesta a través del llenguatge oral i escrit. 
Sensibilitat al significat i les funcions de les paraules i 
del llenguatge. També seria la Intel·ligència musical i 
la Intel·ligència interpersonal, segons les activitats 
que es treballin. 
 
 
2. Competència artística i cultural. 
Suposa conèixer, comprendre, apreciar i valorar 
críticament diferents manifestacions culturals i 
artístiques, utilitzar-les com a font d’enriquiment i 
gaudi i considerar-les com a part del patrimoni dels 
pobles. A més, suposa saber crear amb paraules, 
amb el propi cos, amb tota mena de materials, 
suports i eines tecnològiques, tant individualment 
com col·lectiva les representacions i anàlisi de la 
realitat que facilitin l’actuació de la persona per viure i 
conviure en societat. 
 
Intel·ligència visual espacial. 
Capacitat per percebre amb precisió el món visual i 
espacial. 
 
Intel·ligència musical. 
Capacitat per apreciar, discriminar, transformar i 
expressar les formes musicals, sensibilitat al ritme, al 
to i al timbre. 
 
 
3. Tractament de la informació i competència digital. 
Implica gestionar la informació, des de com accedir-hi 
fins a la seva transmissió, tot usant distints suports, 
incloent l’ús de les TIC com a element essencial per 
informar-se, aprendre i comunicar-se. Implica una 
actitud crítica i reflexiva en la valoració de la 
informació disponible, contrastant-la quan calgui i 
respectant les normes de conducta acordades 
socialment per regular l’ús de la informació i les 
seves fonts en els diversos suports i per participar en 
comunitats d’aprenentatge virtuals. 
 
Amb aquesta competència són moltes les 
intel·ligències relacionades: 
 
 Lingüística. 
 Logicomatemàtica. 
 Musical. 
 Visual. 
 Naturalista. 
 Cinestèsicacorporal. 
 Intrapersonal. 
 Interpersonal. 
 
4. Competència matemàtica. 
Implica l’habilitat per comprendre, utilitzar i relacionar 
els nombres, les seves operacions bàsiques, els 
símbols i les formes d’expressió i raonament 
matemàtic, tant per produir i interpretar diversos tipus 
d’informació com per ampliar el coneixement sobre 
aspectes quantitatius i espacials de la realitat i per 
entendre i resoldre problemes i situacions 
relacionades amb la vida quotidiana i el coneixement 
científic i el món laboral i social. 
 
Intel·ligència logicomatemàtica. 
Capacitat d’analitzar problemes, portar a terme 
operacions matemàtiques, sensibilitat als patrons 
lògics o numèrics. 
 
5. Competència d'aprendre a aprendre. 
Implica la consciència, gestió i control de les pròpies 
capacitats i coneixements des d’un sentiment de 
competència o eficàcia personal, i inclou tant el 
pensament estratègic com la capacitat de cooperar, 
d’autoavaluar-se i el maneig eficient d’un conjunt de 
recursos i tècniques de treball intel·lectual per 
transformar la informació en coneixement propi. 
 
 
Intel·ligència intrapersonal. 
Capacitat per accedir als sentiments propis, 
comprendre’s un mateix i utilitzar aquesta informació 
amb eficàcia en la regulació de la pròpia vida. 
 
Intel·ligència interpersonal. 
És la capacitat per entendre i respondre de manera 
adequada als estats d’ànim, temperaments, 
motivacions i desitjos dels altres. 
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6. Competència d'autonomia i iniciativa personal. 
Suposa l’adquisició de la consciència i aplicació d’un 
conjunt de valors i actituds personals i 
interrelacionades (responsabilitat, perseverança, 
coneixement de si mateix, autoestima, creativitat, 
autocrítica), el control emocional, el calcular riscos i 
afrontar problemes, així com la capacitat de demorar 
la satisfacció immediata, d’aprendre de les errades i 
d’assumir riscos. També inclou la capacitat d’escollir 
amb criteri, d’imaginar projectes i de portar endavant 
les accions necessàries per desenvolupar les opcions 
i plans personals en el marc de projectes individuals 
o col·lectius, responsabilitzant-se tant en l’àmbit 
personal com en el social i laboral. 
 
 
 
 
 
 
Intel·ligència intrapersonal. 
 
Intel·ligència interpersonal. 
 
 
 
7. Competència en el coneixement i la interacció amb 
el món físic. 
Suposa el desenvolupament i aplicació del 
pensament cientificotècnic per interpretar la 
informació que es rep i per predir i prendre decisions 
amb iniciativa i autonomia en un món en què els 
avenços que es van produint són molt ràpids i tenen 
influència decisiva en la vida de les persones, la 
societat i el món natural. Implica també la 
diferenciació i valoració del coneixement científic en 
contrast amb d’altres formes de coneixement i la 
utilització de valors i criteris ètics associats a la 
ciència i al desenvolupament tecnològic. 
 
 
 
Intel·ligència naturalista. 
Capacitat per comprendre el món natural i treballar 
eficaçment en ell. 
 
Intel·ligència cinestèsicacorporal. 
Capacitat per controlar els moviments del propi cos i 
utilització d’objectes amb destresa. 
 
Intel·ligència visualespacial. 
 
 
 
8. Competència social i ciutadana. 
Capacitat per comprendre la realitat social en què es 
viu, afrontar la convivència i els conflictes emprant el 
judici ètic basat en els valors i pràctiques 
democràtiques i exercir la ciutadania, actuant amb 
criteri propi, contribuint a la construcció de la pau i la 
democràcia i mantenint una actitud constructiva, 
solidària i responsable davant el compliment dels 
drets i obligacions cívics. 
 
 
Intel·ligència intrapersonal. 
 
 
Intel·ligència interpersonal. 
 
 
 
 
2.2.2 CONCEPTE DE COMPETÈNCIA 
 
A continuació presento algunes de les definicions de competències que he trobat més 
interessants a la bibliografia consultada: 
 
 Competència és l'aplicació de coneixements, habilitats i actituds a la resolució de 
problemes en contextos diferents amb qualitat i eficàcia (Currículum d’ESO). 
 Paquet multifuncional de coneixements, destreses i actituds que tots els individus 
necessiten per al seu desenvolupament personal (Competencias clave para un 
aprendizaje a lo largo de la vida, 2004).  
 Saber, saber fer, saber fer amb altres i saber quan i per què s’ha d’utilitzar 
(Marchesi 2005). 
 Allò que necessita qualsevol persona per donar resposta als problemes amb què 
s’enfronta al llarg de la vida (Coll 2007). 
 
 
2.2.3 LA NECESSITAT DE TREBALLAR LES COMPETÈNCIES 
 
L'escola ha d’orientar les seves prioritats a capacitar l'alumnat per saber cercar la 
informació, seleccionar-la i interpretar-la per convertir-la en coneixement, tot raonant-la per 
construir interpretacions pròpies. Aquest és un coneixement que s’ha de saber comunicar i 
contrastar amb el dels altres. Així doncs, ja no es tracta només d’emmagatzemar informació. 
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Des d’aquesta perspectiva, es comparteix que un objectiu fonamental de l’educació és 
ensenyar a pensar sobre el món que ens envolta. Aquesta fita ja fou definida per J. Dewey, qui 
va caracteritzar l'educació com el desenvolupament del pensament i no només com la simple 
transmissió de coneixements. “Ningú dubta de la importància de fomentar a l’escola els bons 
hàbits de pensar (...). El pensar parteix del dubte o de la incertesa. Constitueix una actitud 
indagadora, inquisitiva, investigadora en lloc d’una actitud de domini i possessió. Mitjançant un 
procés crític, s’estén i revisa el veritable coneixement i es reorganitzen les nostres conviccions 
respecte a l’estat de les coses” (Dewey 2001). 
 
Tot plegat ens planteja la necessitat de repensar les finalitats de l'educació i, per tant, de 
plantejar-la des del treball de les competències. 
 
 
2.2.4 OBJECTIUS DE TREBALLAR LES COMPETÈNCIES 
 
L’objectiu de treballar les competències al batxillerat científico-tècnic és tractar de 
proporcionar a l'alumnat els coneixements científico-tècnics i les habilitats per ubicar-se en el 
món, esbrinar els seus orígens i les causes dels problemes i fenòmens actuals, per integrar-se 
en la societat com a persona individual i com a ciutadà que participa en la seva millora. 
 
Els sabers, la seva selecció i enfocament per a l'adquisició de les competències no pot 
anar al marge d’un objectiu més ampli: que l'alumnat adquireixi les eines per aprendre i prengui 
consciència del propi procés d’aprenentatge. Es tracta de transferir a l'alumnat les estratègies 
per aprendre a aprendre i tenir autonomia per seguir aprenent al llarg de la vida. 
 
En resum, els quatre objectius que persegueix l’orientació de l’educació per 
competències són: 
 
 Ser i actuar de forma autònoma. 
 Pensar i comunicar. 
 Descobrir i tenir iniciativa. 
 Conviure i habitar el món. 
 
La idea de treballar les competències amb el material aquí presentat va ser prioritària a 
l’hora de la seva elaboració. A tal fi, s’han integrat els tres aspectes fonamentals per treballar 
les competències, que són la interdisciplinarietat (transversalitat), la funcionalitat i l’autonomia. 
Els dos aspectes primers han quedat implícitament treballats en els continguts aquí exposats i 
el seu èxit, conjuntament al foment de l’autonomia de l’alumnat, depèn en gran mesura de la 
metodologia educativa que faci servir el professor. 
 
La necessitat d’autonomia és una característica de l’ésser humà. Els alumnes de 
batxillerat senten aquesta necessitat de buscar la llibertat i de ser capaços de fer les coses per 
ells mateixos, és a dir, tenen la necessitat de disposar d’aquesta autonomia. El professor ha de 
fomentar aquesta recerca per a que arribin a ser individus autònoms i independents, amb 
capacitat de prendre decisions.  
 
La implicació dels alumnes en el seu aprenentatge passa per motivar la participació a les 
aules. La meva proposta per assolir aquest objectiu és fer servir el diàleg d’aprenentatge. La 
forma més antiga coneguda d’aquest tipus de diàleg és la conversació socràtica; el professor 
és el conductor del diàleg i intenta dirigir als seus alumnes a través de preguntes, 
contradiccions i confusions cap al coneixement. Amb aquest mètode, el professor renuncia a 
una instrucció directa de l’alumne. La conversació socràtica va jugar un important rol en 
l’educació dels jesuïtes durant el segle XVII i avui en dia aquesta pràctica pot servir com a eina 
complementària per incentivar l’autonomia i la participació, tot fent que l’alumne prengui 
consciència que l’únic vertader protagonista del seu aprenentatge és ell mateix. 
 
Una altra metodologia per treballar competències és la basada en la resolució de 
problemes. Aquest mètode se sustenta en el conflicte cognitiu que suposa enfrontar-se a 
situacions que estimulen l’aprenentatge, la dialèctica entre pensament i acció dins un context a 
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 la recerca de solucions a problemes plantejats. Les estratègies que cal desenvolupar per 
resoldre situacions problemàtiques són: exploració, definició, prioritzacions, organització de la 
feina, recerca d’informació, compartir coneixements, aplicar nous coneixements, extreure 
principis, reflexionar o avaluar. Aquestes estratègies són les que es defensen per al treball de 
les competències. A més, la solució de problemes reals i contextualitzats afavoreix la 
funcionalitat d’aquests aprenentatges, que podran ser aplicats en altres situacions. 
 
Per últim, es presenta una sèrie de preguntes que proposa Creamat 
(http://phobos.xtec.cat/creamat) pensades com indicadors del nivell de riquesa competencial 
d’una activitat. De totes maneres, el fet de que una activitat pugui servir per treballar les 
competències no només depèn dels seus continguts, com he dit abans, sinó també de com es 
plantegi a la classe. Per això, les preguntes proposades són de dos tipus: per una banda, són 
sobre les característiques de l’activitat i per l’altra, sobre com es gestiona l’aula. Aquestes són 
les preguntes que em van orientar a l’hora d’elaborar el material: 
 
 És una activitat que té per objectiu respondre una pregunta? La pregunta pot 
referir-se a un context quotidià, pot emmarcar-se en un joc, pot tractar d’una 
regularitat o fet matemàtic 
 Porta a aplicar coneixements ja adquirits i a fer nous aprenentatges? 
 Ajuda a relacionar coneixements diversos dins la matemàtica o amb altres 
matèries? 
 És una activitat que es pot desenvolupar de diferents formes i estimula la 
curiositat i la creativitat de l’alumnat? 
 Implica l’ús d’instruments diversos com ara material que es pugui manipular: 
eines de dibuix, programari, calculadora, etc.? 
 
Creamat planteja les següents preguntes respecte a la gestió de l’activitat: 
 
 Es fomenta l’autonomia i la iniciativa de l’alumnat? 
 S’intervé a partir de preguntes adequades més que amb explicacions? 
 Es posa en joc el treball i l’esforç individual però també el treball en parelles o en 
grups que porta a parlar, argumentar, convèncer, consensuar, etc.? 
 Implica raonar sobre el que s’ha fet i justificar els resultats? 
 S’avança en la representació de manera cada vegada més precisa i s’usa 
progressivament llenguatge matemàtic més acurat? 
 
La primera part de preguntes s’ha fer servir per plantejar el material aquí presentat i la 
segona part, pot servir de guia al professor per desenvolupar les diverses sessions. 
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3 DESCRIPCIÓ DE LA SOLUCIÓ 
 
3.1 INTRODUCCIÓ 
 
La recerca del que és cert és una passió crucial de l’activitat humana. Sens dubte les 
matemàtiques ens donen una sèrie singular d’eines per la recerca de la veritat, que permeten 
contemplar amb una claredat extraordinària una gran varietat de qüestions. Les matemàtiques 
ens demostren que la veritat pot molt bé contradir la intuïció i que el sentit comú és el menys 
comú dels sentits. Les matemàtiques constitueixen un mode de reflexió que pot contribuir a 
aclarir la complexitat del món amb pautes molt accessibles. Les eines matemàtiques permeten 
percebre patrons i connexions entre esdeveniments que d’una altra manera resultarien 
invisibles. Això ho aconsegueixen quan exposen els fonaments d’una situació, superant les 
nocions del sentit comú que tan sovint ens confon. Les matemàtiques fan possible prescindir de 
l’embolcall i arribar fins allò essencial. Quins processos es produeixen sota la superfície per 
explicar el que es veu exteriorment? Què s’oculta? Què es troba si aprofundim de 
manera suficient? 
 
Com les matemàtiques tenen fama d’exposar molt bé la veritat, moltes vegades se les 
empra per perpetuar equívocs i mentides. El poder de les matemàtiques obeeix a que atribuïm 
més pes als nombres que a les lletres però els nombres poden enganyar a les persones de la 
mateixa manera que poden fer-ho les paraules. Solem tenir respecte als nombres i això ens fa 
donar-los aquesta importància per sobre de les paraules. 
 
Arribant a aquest punt, com alumne és fàcil que et preguntis: com puc esbrinar el que 
és cert sense dedicar-me professionalment a les matemàtiques? La resposta és que no cal 
ser matemàtic, sinó posseir confiança suficient per plantejar-se interrogants que sens dubte ja 
estaven a la teva ment com: com ho sap? en quines dades s’ha basat? amb què l’ha 
comparat?...Correctament emprades, les matemàtiques poden revelar errades del nostre 
aparell perceptiu i ens proporcionen medis relativament senzills per protegir-nos de la nostra 
pròpia ignorància. Un coneixement de les matemàtiques que recolzi les nostres idees pot 
contribuir a que els equívocs siguin menors i amb menors conseqüències. 
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 3.2 MATERIAL DE SUPORT 
 
Per tal d’ajudar els alumnes a triar un mètode de resolució de problemes adequat, es pot 
emprar la taula presentada a continuació i que resumeix el mètode presentat per Pólya en el 
seu llibre “How to solve it” (Pólya 1945). 
 
 
Primer pas 
 
Has d’entendre el problema. 
 
ENTENDRE EL PROBLEMA 
Què és el que no conec? Quines són les 
dades que conec? Quines són les condicions 
que s’han d’acomplir? És possible satisfer les 
condicions? Les condicions són suficients per 
determinar el que no conec? O són 
insuficients? O redundants? O contradictòries?
 
Dibuixa una figura. Introdueix la notació 
adequada. 
 
Divideix les condicions en unitats individuals. 
Ets capaç d’escriure-les? 
Segon pas. 
 
Troba les connexions entre les dades i allò 
que és desconegut. 
 
Pots veure’t obligat a considerar la resolució 
de problemes auxiliars si no pots trobar una 
connexió immediata. 
 
Has d’obtenir un pla de resolució. 
 
TRAÇANT UN PLA DE RESOLUCIÓ 
Has vist aquest problema abans? O has vist el 
mateix problema amb una forma lleugerament 
diferent? 
 
Coneixes algun problema relacionat? 
Coneixes un teorema que pugui ser útil? 
 
Mira allò que és desconegut! I tracta de pensar 
en un problema que et resulti familiar i que 
comparteixi un fet desconegut similar. 
 
Has trobat un problema relacionat amb el teu i 
que ja està solucionat. Pots utilitzar-lo? Pots 
utilitzar el seu resultat? Pots utilitzar el seu 
mètode de resolució? Has d’introduir algun 
elements auxiliar per tal de fer-ho possible?  
 
Pots reformular el teu problema? Pots fer-ho 
fins i tot d’una manera diferent? Torna enrera 
cap a les definicions. 
 
Si no pots solucionar el problema proposat, 
intenta solucionar primer algun problema 
relacionat. Pots imaginar algun problema 
relacionat que sigui més senzill de resoldre? 
Un problema més general? Un problema més 
especial? Un problema anàleg? Pots 
solucionar una part del problema? Mantingues 
només una part de les condicions i deixa de 
banda la resta; com de lluny queda el 
desconegut en aquest moment, com pot 
variar? Pots inferir alguna cosa útil de les 
dades? Pots pensar en altres dades que siguin 
apropiades per determinar allò que és 
desconegut? Pots canviar allò desconegut o 
les dades, o ambdues coses alhora, de 
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 manera que el nou desconegut i les noves 
dades estiguin més propers?  
 
Has utilitzat totes les dades? Has utilitzat totes 
les condicions? Has tingut en compte totes les 
nocions essencials involucrades amb el 
problema? 
 
Tercer pas. 
Porta a terme el teu pla. 
 
PORTA A TERME EL TEU PLA 
Porta a terme el teu pla de resolució, revisa 
cada pas. Pots veure clarament que cada pas 
és correcte? Pots provar que és correcte? 
Quart pas. 
Examina la solució obtinguda. 
 
REVISA EL QUE HAS FET 
Pots verificar el resultat? Pots verificar la teva 
argumentació del problema? 
 
Pots inferir el resultat de manera diferent? Pots 
fer-ho d’un cop d’ull? 
 
Pots utilitzar el resultat, o el mètode, per a 
algun altre problema? 
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3.3 NOMBRES D’IDENTIFICACIÓ 
 
Si observem al nostre voltant, els nombres es troben a tot arreu. A diari, estem 
acostumats a veure nombres llargs en infinitat de llocs, des d'una targeta de crèdit fins a un 
codi de barres. Aquests nombres, també anomenats “nombres d'identificació”, solen tenir una o 
bé dues d’aquestes funcions: la seguretat i/o la identificació mitjançant un nombre correlatiu 
d'una sèrie. De totes maneres, degut a l'extensió de l'ús dels ordinadors, els nombres 
d'identificació són més sofisticats i també tenen la funció d'autoverificació. En introduir un 
nombre d'identificació es pot verificar si ha estat emprat correctament o si l'escàner ha fet 
correctament la seva lectura. Per tant, el nombres d'identificació tenen una doble funcionalitat: 
identificar una persona o objecte sense ambigüitats i autoverificar que el nombre es correcte. 
 
Que volen dir aquests nombres i quines són les matemàtiques que es troben 
darrera? 
 
La resposta a aquesta pregunta es farà per passos. En primer lloc, s’explicaran unes 
idees bàsiques sobre l’aritmètica modular i després, es treballarà amb diferents tipus de 
nombres d’identificació per entendre què volen dir i quines són les matemàtiques que estan en 
joc. 
 
L’aritmètica és una part de les matemàtiques que estudia els nombres i les seves 
operacions elementals. Les operacions aritmètiques conegudes fins ara es poden visualitzar 
com desplaçaments cap a la dreta o cap a l’esquerra dintre d’una recta on es representen com 
referència els nombres sencers. L’aritmètica modular, enlloc de treballar sobre una recta, 
treballa sobre un cercle. 
 
 
 
Figura 1. Exemple de cercle. 
 
L’aritmètica modular és un sistema aritmètic per a tipus d’equivalència entre nombres 
enters que s’anomena tipus de congruències. Si es fixa un nombre enter positiu n i si Ζ∈ba, , 
es diu que a és congruent amb b (mòdul n) si a i b tenen el mateix residu al dividir-los per n. 
 
 
Exemple 1. En aquest cercle, si a la unitat se li sumen 3 unitats, el resultat seria 4, és a 
dir, 1+3=4. En canvi, si al 5 se li sumen 3 unitats ens desplacem 3 espais en sentit horari i 
s’arriba a l’1, és a dir, 5+3=1. 
 
L’aritmètica modular també es coneix com l’aritmètica del rellotge, ja que la seva manera 
d’operar i representar els nombres recorda al funcionament d’un rellotge. 
 
 
Exemple 2. Si es continua amb “el rellotge” de 7 hores del dibuix anterior, s’aprecia que 
indica la mateixa hora si passen 3 hores que si passen 10 hores. Quan passa aquesta situació 
es diu que 10 és congruent amb 3 mòdul 7. La nomenclatura matemàtica és la següent: 
 
)7(310 mòd≡  
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Els dos nombres, el 10 i el 3, tenen el mateix residu 3 si es divideixen entre 7. 
 
 
Activitat 1. Els nombres 24 i 39 són congruents mòdul 5? i el nombre 4 seria congruent 
mòdul 5? 
 
Els tres nombres són congruents perquè tenen el mateix residu si són dividits entre 5. El 
residu és 4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Activitat 2. Qualsevol nombre seria congruent amb 0, 1, 2, 3 o 4 mòdul 5? 
 
Si es divideix qualsevol nombre entre 5 el seu residu haurà de ser inferior a 5 perquè si 
és divisible entre 5 el seu residu seria 0. Per tant, només es possible obtenir un d’aquest 5 
residus: 0, 1, 2, 3 o 4. Per tant, la resposta a l’enunciat és afirmativa. 
 
A continuació s'explicaran exemples pràctics de diferents tipus de numeració per a la 
identificació. 
 
 
3.3.1 NOMBRE D’IDENTIFICACIÓ PERSONAL (DNI) 
 
Molts dels nombres d’identificació fan servir caràcters numèrics i alfabètics. Aquest és el 
cas del codi del document nacional d’identitat (DNI). Com s'assigna la lletra del DNI? La lletra 
del DNI no s'assigna a l'atzar, es fa mitjançant un algorisme que es diu “mètode 23”. 
 
 
 
 
Figura 2. DNI genèric. [1] 
 
 
El nombre de vuit xifres del DNI es divideix entre 23. El residu de la divisió serà un 
nombre entre 0 i 22. En funció del residu obtingut, s’escull la lletra de la següent taula, on 
s'assigna a cadascun dels nombres entre 0 i 22 una lletra de l'abecedari. 
 
 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
T R W A G M Y F P D X B N J Z S Q V H L C K E 
 
Taula 1. Relació de la lletra del DNI amb nombres del 0 al 22. 
 
Com es pot observar a la taula, no es fan servir les lletres I, Ñ, O i U. La I, la O i la U es 
descarten per evitar confusions amb altres caràcters com 1, 0 i V. Per últim, la Ñ no es fa servir 
perquè no existeix en altres llengües. 
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 Aquesta explicació serveix per al DNI, però no per al NIE, que comença per una lletra (X, 
Y o Z) i ve seguit de set xifres i una lletra. En el cas que el NIE comenci per X, aquesta primera 
lletra no es té en compte i s’aplica el mètode 23 amb les set xifres per obtenir la lletra final. En 
el cas que el NIE comenci amb Y, aquesta lletra es canvia pel nombre 1 i s’aplica el mètode 23 
al nombre de vuit xifres resultant. Finalment, si el NIE comença per Z, es canvia aquesta lletra 
pel nombre 2 i s’opera de la mateixa manera. 
 
 
Activitat 3. Treballes a les oficines d'un Departament de Recursos Humans d'una 
empresa multinacional. El teu cap t’envia un llistat dels DNIs sense lletres dels empleats que 
realitzaran un curs que estàs organitzant però no els seus noms. Per obtenir aquests noms, 
l'aplicació informàtica de gestió de personal que té la teva empresa et demana el NIF. Coneixes 
el mètode 23, però la llista és molt llarga i fer-ho a mà seria més d'un dia de feina. Crea un full 
de càlcul per solucionar ràpidament aquest problema. 
 
En primer lloc, s'obrirà el llistat dels DNIs rebuts en el full de càlcul. Es crearà una 
columna pels nombres i una altra per les lletres. Després es calcularà la lletra amb les fórmules 
d’Excel: EXTREU i RESIDU. 
 
EXTREU – retorna un nombre específic de caràcters d’una cadena de text, començant en 
la posició que s’especifiqui i en funció del nombre de caràcters que s’especifiqui. 
RESIDU – Dóna el residu de la divisió entera de dos nombres. 
 
=EXTREU(“TRWAGMYFPDXBNJZSQVHLCKE”;RESIDU(A2;23)+1;1) 
 
La funció residu és la que calcula el residu de la divisió del DNI/23. Cal fer una petita 
correcció perquè l’Excel, en la funció EXTREU, considera que el primer nombre és l’1 i no el 0. 
Aquesta circumstància ens faria obtenir valors erronis en aplicar el mètode 23. Per resoldre 
aquesta eventualitat, es corregeix afegint “+1” a la fórmula com s’ha indicat en la funció en 
negreta. 
 
 
Figura 3. Imatge del full de càlcul Excel en el que s’aplica la funció EXTREU per calcular la lletra 
del DNI. 
 
Per simplificar la feina d’obtenir els noms dels treballadors a partir del seu DNI complet, 
es crearà una columna on surti el NIF, és a dir, el nombre del DNI seguit de la seva lletra. Amb 
la funció CONCATENAR de l’Excel es podrà crear aquesta nova columna. 
 
=CONCATENAR(A2;EXTRAE(“TRWAGMYFPDXBNJZSQVHLCKE”;RESIDUO(A2;23)+1;1)) 
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Figura 4. Imatge del full de càlcul Excel en el que s’ha emprat la funció CONCATENAR per tal 
d’obtenir una columna de NIFs, és a dir, el nombre del DNI seguit de la seva lletra. 
 
 
3.3.2 NOMBRE D’IDENTIFICACIÓ DE LLIBRES (ISBN) 
 
L’ISBN és l'abreviatura de “International Standard Book Number” i és el mètode que es fa 
servir a tot el món per identificar llibres. Es va crear el 1966 al Regne Unit i va ser estàndard 
internacional el 1970 (Gallian 1991). 
 
Fins l'any 2007, totes les edicions i variacions d'un llibre rebien un ISBN de 10 dígits , 
anomenat ISBN10, dividits en quatre blocs separats per guions: 
- Primer bloc - Codi de país o llengua d'origen. 
- Segon bloc - Codi de l'editor (assignat per l'agència de l’ISBN). 
- Tercer bloc - Nombre del document (escollit per l'editor). 
- Dígit de control – Dins del rang 0 a 10 (el símbol X és usat enlloc del 10). 
 
 
Exemple 3. Es considera el llibre “Estimar les matemàtiques” de Claudi Alsina i Català, 
que té com ISBN10 el nombre 84-664-0017-6. El dígit inicial 84 indica que el llibre és publicat a 
l'estat espanyol. El següent bloc diu qui és l’editor (Columna Edicions, S.A.). El tercer bloc ha 
estat assignat per l’editor i identifica a aquest llibre en particular. L'últim dígit, 6, és el dígit de 
comprovació o autoverificació. 
 
Un ISBN10 correcte a1 a2 a3... a10 té la propietat que 10a1+ 9a2+ 8a3+ 7a4+ 6a5+ 5a6+ 
4a7+ 3a8+ 2a9+ a10 és divisible entre 11. Per tal de fer la comprovació de que aquest llibre té un 
ISBN10 correcte, cal aplicar aquesta fórmula als seus dígits, tal com s’indica a continuació: 
 
25367213040546676849810 =+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅  
 
)11(0253 mòd≡  
 
 
Com 253 es divisible entre 11, es pot concloure que l’ISBN10 és correcte. 
 
 
Activitat 4. Com es pot estar segur que aquest mètode d’identificació detecta el 100% 
dels errors puntuals? 
 
Es defineix com nombre correcte a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 . Es considera la situació 
hipotètica en la qual s’ha generat un error en introduir el segon dígit (la següent explicació és 
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 aplicable a qualsevol error en qualsevol posició). Llavors, el nombre és a1 a2’ a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 
a10, on a2 ≠ a2’. Per a que aquest error no sigui detectable, s’ha de donar el cas que 10a1 +9a2’ 
+8a3 +7a4 +6a5 +5a6 +4a7 +3a8 +2a9 +a10 sigui divisible entre 11. Si 10a1 +9a2 +8a3 +7a4 +6a5 
+5a6 +4a7 +3a8 +2a9 +a10 i 10a1 +9a2’+8a3 +7a4 +6a5 +5a6 +4a7 +3a8 +2a9 +a10 són divisibles 
entre 11, la seva diferència serà també divisible entre 11, és a dir, 
 
)(9)...8910()...8910( '22103
'
2110321 aaaaaaaaaa −⋅=++⋅+⋅+⋅−++⋅+⋅+⋅  
 
Com a2 i a2’ són dígits entre 0 i 9, la seva diferència ha d’estar dins del rang –9 a 9. Per 
tant, els possibles valors de 9·(a2-a2’) són ±9, ±18, ±27, ±36, ±45, ±54, ±63, ±72, ±81, ±90 i cap 
d’aquests valors és divisible entre 11. Per tant, es pot concloure que qualsevol error en introduir 
un dígit en un ISBN serà detectable. 
 
 
Els dos errors més comuns de manipulació de nombres ISBN són la introducció d’un dígit 
erroni o bé la transposició de dos dígits correlatius. El mètode de control explicat anteriorment 
assegura que qualsevol d’aquests dos errors sigui detectat amb facilitat. 
 
Fins l'any 2007, l’ISBN10 d'un llibre constava de 10 dígits. Després es va començar a 
utilitzar un ISBN13 de tretze dígits degut a la manca de nombres en certs dels blocs que 
composen el nombre. Aquests nous ISBNs comencen per la seqüència 978 i continuen amb els 
quatre blocs citats anteriorment (país, editor, document i dígit de control). Quan s'esgotin tots 
els possibles nombres començats per 978, es procedirà a començar-los per 979. 
 
Un ISBN13 correcte a1 a2 a3... a13 té la propietat següent: si es calcula el mòdul 10 de la 
següent suma a1+ 3a2+ a3+ 3a4+ a5+ 3a6+ a7+ 3a8+ a9+ 3a10+ a11+ 3a12 i es resta 10 al resultat 
obtingut, el nombre resultant ha de ser el dígit de control a13   
 
 
Activitat 5. Es farà la comprovació de que el següent llibre té un ISBN13 correcte. 
 
Figura 5. L’ISBN10 (a dalt), l’ISBN13 (abaix) i el codi de barres del llibre “Estimar les matemàtiques” 
de Claudi Alsina. 
 
En l’activitat 3, s’ha comprovat que l’ISBN10 del llibre “Estimar les matemàtiques” era 
correcte. En aquest cas, es comprovarà que l’ISBN13 resultant, això és, afegint els dígits 978 al 
principi, també ho és. 
 
S’aplica la fórmula de verificació com es mostra: 
 
 
124731030436634838739 =⋅++⋅++⋅++⋅++⋅++⋅+  
 
6410;)10(4124 =−≡ mòd  
 
 
Com calia esperar, es pot concloure que l’ISBN13 també és correcte. 
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 Amb el pas de l’ISBN10 a l’ISBN13, es va poder posar codi de barres als llibres, ja que 
aquest mètode d’identificació consta de 13 dígits. Cal esmentar que els productes que no són 
llibres també tenen un nombre associat de 13 dígits que s’anomena UPC (“Universal Product 
Code”) i que també s’associa a un codi de barres. 
 
 
3.3.3 NOMBRE D’IDENTIFICACIÓ DE PRODUCTES (UPC) 
 
El codi de barres és un codi basat en la representació mitjançant un conjunt de línies 
paral·leles verticals de diferent gruix i espaiat que en el seu conjunt conté una determinada 
informació, és a dir, les barres i espais del codi representen cadenes de caràcters. D’aquesta 
manera, el codi de barres permet reconèixer ràpidament un article de forma única, global i 
sense ambigüitats en un punt de la cadena logística i facilita l’inventari i la consulta de les 
seves característiques associades. Actualment el codi de barres està implantat a tot el món. 
 
Els nombres associats a un codi de barres s’anomenen UPC. Aquest codi comercial de 
13 xifres també està representat en forma binària per unes barres blanques i negres, és a dir, el 
codi de barres. La manera com es troba el nombre UPC i el codi de barres en els productes 
comercials es mostra a continuació. En la figura, també es pot veure el significat de cada un 
dels blocs de dígits que composen l’UPC (Alsina 1998). 
 
 
 
Figura 6. Exemple de codi de barres i UPC amb el significat de cada bloc de dígits. [2] 
 
El codi de barres està dissenyat per poder ésser llegit fàcilment mitjançant un escàner 
connectat a un ordinador. Alguns escàners fan servir làser vermell per traduir les barres negres 
i els espais entre aquestes barres en intervals de temps de llum reflexada i no reflexada. Per 
això, un mateix codi de barres dóna la mateixa informació independentment del seu tamany. 
Mitjançant l’ordinador es pot vincular aquest codi de barres amb la informació pròpia del 
producte, com pot ser el seu nom i el seu preu. Aquesta manera de codificació de productes ha 
suposat un avenç molt important en el món de la logística i el comerç, estalviant gran quantitat 
de temps i diners a les empreses. 
 
Un UPC correcte consta de 12 dígits més un dígit final de verificació (a1 a2 a3... a13). Per 
calcular aquest dígit final, es procedeix a efectuar la següent operació: es calcula mòdul 10 a1+ 
3a2+ a3+ 3a4+ a5+ 3a6+ a7+ 3a8+ a9+ 3a10+ a11+ 3a12 . Si el resultat no és zero, es resta el seu 
valor a 10. El resultat d'aquesta resta és el dígit de verificació. En el cas que mòdul 10 la suma 
sigui zero, el dígit de verificació és zero. 
 
 
Activitat 6. Verifica si l’UPC de la figura 6 és correcte. 
 
52035330034030230737 =⋅++⋅++⋅++⋅++⋅++⋅+  
 
 
8210;)10(252 =−≡ mòd  
 
 
El dígit de verificació calculat és 8, el qual coincideix amb el darrer dígit de l’UPC. Per 
tant, es pot concloure que l’UPC és correcte. 
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 L’evolució del codi de barres és el codi QR. Aquest nom prové de l’anglès “Quick 
Response”, és a dir, resposta ràpida. Va ser desenvolupat per l’empresa japonesa Denso-
Wave com a un sistema gràfic de codificació per identificar les parts dels cotxes en una cadena 
de muntatge. S’ha acabat extenent per tot el món i avui en dia els telèfons mòbils són capaços 
de llegir la informació continguda en un codi QR a l’instant. El QR és un codi matricial que 
disposa d’un nombre variable de quadrats blancs i negres que formen un quadrat de major 
tamany, on els quadrats representen un valor binari, 0 o 1. El seu funcionament és semblat als 
codis de barres, però en aquest cas els codis són bidimensionals i per això tenen una major 
capacitat d’emmagatzematge d’informació. 
 
 
3.3.4 NOMBRE DE LES TARGETES DE CRÈDIT 
 
Les targetes de crèdit consten de 16 dígits, que estan separats en grups de 4. El fet de 
separar-los d’aquesta manera fa que siguin més senzills d’identificar visualment, però no es 
que es tracti d’un nombre dividit en 4 blocs en els que cadascun tingui un significat concret. El 
significat dels 16 dígits és el següent (Freeman 2000): 
 
- Els 4 primers dígits són els nombres d’identificació de l’entitat bancària. 
- El següent dígit és el tipus de targeta (American Express, VISA,...). 
- Els 10 dígits següents són el nombre d’identificació del propietari de la targeta. 
- El dígit final és el dígit de verificació. 
 
El dígit de verificació es calcula a partir dels dígits anteriors i es fa servir per confirmar 
que el nombre de la targeta és vàlid. La quantitat de vegades que el nombre de targetes de 
crèdit és introduït a mà pels usuaris és molt elevat. Per tant, és molt important que existeixi un 
algorisme que descarti els nombres de targetes falsos. L’algorisme que es fa servir per calcular 
el nombre de verificació d’una targeta s’anomena algorisme de Luhn i es deu a l’informàtic 
alemany Hans Peter Luhn. Està basat en l’aritmètica modular com els que s’han vist abans i es 
calcula de la següent manera:  
 
PRIMER PAS. Els dígits en posicions senars es multipliquen per 2. Si els nombres 
obtinguts són menors que 10, es mantenen; si són majors o iguals que 10, es sumen les xifres 
d’aquest nombre i es guarda aquest resultat. Per exemple, si el primer dígit de la targeta de 
crèdit és 7, al multiplicar-lo per 2 s’obté 14. Com que aquest nombre és major que 10, es 
sumen els dos dígits, 1+4 i el nombre resultant serà 5. 
 
SEGON PAS. Es sumen tots els resultats obtinguts en el pas anterior. El resultat és A. 
 
TERCER PAS. Es sumen tots els dígits en posició parell, menys el dígit de control. El 
resultat és B. 
 
QUART PAS. Es sumen els dos resultats anteriors (A i B) i es calcula mòdul 10 aquesta 
suma, x. Per últim, es resta aquest nombre x a 10 i el resultat ha de ser el dígit de verificació 
(DV). És a dir, 
 
DVxmòdxBA =−≡+ 10;)10()(  
 
 
Activitat 7. Estàs de vacances a Lloret de Mar i passejant pel passeig marítim trobes una 
targeta de crèdit al terra. Sembla una targeta estrangera i voldries comprovar si és vertadera 
abans de portar-la a la policia. Ets capaç de fer-ho? 
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Figura 7. Targeta de crèdit sospitosa. [3] 
 
 
Per saber si un nombre de targeta és fals, es podria aplicar el raonament presentat 
anteriorment. Tanmateix, existeix una manera més ràpida de trobar la solució del problema: 
 
Aquesta solució consisteix en calcular mòdul 10 A+B+DV. Si el resultat no és zero, 
llavors el nombre de la targeta és fals. 
 
En aquest cas s’agafen tots el nombres de la targeta i es posen en una taula per tal de 
calcular-ne A i B. El pas final serà comprovar que A+B+DV és múltiple de 10. 
 
 
Nombres de la 
targeta 5 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 0  
Dígits en 
posició senar 1  0  2  6  1  5  9  2  A=26 
Dígits en 
posició parell  0  0  2  4  6  8  0   B+0=20 
 
 
La suma d’A, B i DV és 46, el qual no és múltiple de 10. Per tant, el nombre d’aquesta 
targeta és fals i no cal anar a la policia a retornar-la. 
 
 
Activitat 8. Estàs fent una compra per internet i has trobat una molt bona oferta, però se 
t’ha oblidat un dels nombres de la teva targeta de crèdit i no pots efectuar la compra. Recordes 
els següents dígits: 
 
8639 ?592 5718 2742 
 
Com recuperaries el dígit oblidat per no perdre l’oferta? 
 
Per calcular quin és el dígit, s’ha de plantejar l’algorisme de Luhn. La primera cosa és 
observar si el dígit desconegut ocupa una posició parell o senar. 
 
Si s’aplica l’algorisme de Luhn: 
 
 
37284219267 +=+++++++= xxA  
4627872596 =+++++++=B  
832 +=+ xBA  
 
 
Per tant, s’ha d’acomplir que 2x+83 sigui múltiple de 10. Això no és exactament així, ja 
que si el doble del valor incògnita és major o igual a 10, s’han de sumar les xifres.  
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 S’analitzarà quin valor té x. Per una banda, si x<4, s’obté que 2x és un nombre d’una 
xifra i, per tant, quedaria el seu valor. Però com 2x+83 és un nombre senar és impossible que 
el seu mòdul 10 sigui igual a 0, ja que un nombre parell més un senar sempre resultarà un 
nombre senar. Per tant, ha de ser x≥4. 
 
Provant amb la resta de valors possibles de x, s’obtenen els següents resultats: 
 
- Si x = 5, 2x=10 i per tant, el resultat seria 84. 
- Si x = 6, 2x=12 i per tant, el resultat seria 86. 
- Si x = 7, 2x=14 i per tant, el resultat seria 88. 
- Si x = 8, 2x=16 i per tant, el resultat seria 90. 
- Si x = 9, 2x=18 i per tant, el resultat seria 92. 
 
L’únic resultat que és divisible entre 10 és el 90. Amb això s’ha calculat el dígit que 
faltava, que és x=8. El nombre de la targeta completa és el  
 
8639 8592 5718 2742 
 
Ara ja es pot fer la compra per internet. 
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 3.4 CRIPTOGRAFIA 
 
La paraula criptografia ve del grec “kryptos” que vol dir secret i “graphos”, escriptura. 
Criptografia és la pràctica i l’estudi d’amagar informació. La criptografia moderna abarca les 
disciplines de les matemàtiques i les enginyeries informàtica, electrònica, elèctrica, etc. 
 
La idea de transmetre una informació o missatge de manera que quedi amagat a tothom 
excepte als destinataris és molt antiga. El primer registre criptografiat trobat va ser una tauleta 
babilònica del 2.500 a.C., on s’ha revelat que conté la descripció d’un mètode secret per 
elaborar una ceràmica vidriada. De totes maneres, la major part de la funció de la criptografia al 
llarg de la història ha estat la transmissió segura d’informació relacionada amb la guerra. 
 
Avui en dia, en plena era de la informació, la necessitat de protegir les comunicacions i 
mantenir el nivell de privacitat li ha donat a la criptografia un paper protagonista. En el món de 
la informàtica, els fluxos d’informació es codifiquen per augmentar la seva rapidesa de 
transmissió i assegurar que es produeixen d’una manera correcta; es converteix un text en 
llenguatge binari per a que l’ordinador pugui entendre el missatge. Una vegada la informació és 
codificada, s’ha d’encriptar per estar segurs que ningú pugui traduir-la. Per últim, el receptor 
legítim haurà d’entendre el missatge i per això haurà de ser capaç de desencriptar-lo. Per tant, 
els passos a seguir seran: codificació, encriptació i finalment, desencriptació. 
 
Abans de començar a veure els diferents exemples de criptografia, és important entendre 
els tres passos a seguir durant el procés. Si es vol transmetre un missatge secret es pot fer de 
dues maneres: substituint la paraula completa (codificació) o substituint alguna o la totalitat de 
les lletres que el composen (xifrat). Una manera senzilla de codificar una paraula seria traduir-
la a un idioma que els possibles “espies” desconeixen i una manera de xifrar seria, per 
exemple, substituir cada lletra per una altra situada més endavant a l’alfabet. Per a que el 
missatge arribi al destinatari, aquest ha de conèixer la regla que s’ha fet servir per encriptar-lo. 
En el primer cas esmentat, seria l’idioma de destí i en el segon, el nombre de posicions que 
s’ha adelantat l’alfabet. 
 
En resum, el dos punts necessaris per desencriptar són conèixer la regla d’encriptació 
(d’aplicació general) i el paràmetre concret d’encriptació (específic per cada missatge o grup de 
missatges). Un possible “espia” necessitaria conèixer els dos punts claus. Depenent del 
sistema d’encriptació, coneixent la regla d’encriptació es pot arribar a desencriptar el missatge 
a força d’anar provant, però és necessari molt de temps i per això moltes vegades no és 
operatiu. La regla general d’encriptació s’anomena algorisme d’encriptació i el paràmetre 
concret es diu clau. 
 
Per un únic algorisme d’encriptació poden existir moltes claus i encara que es sàpiga 
aquest algorisme, sense la clau és molt complicat desencriptar-lo. Les claus tenen la 
característica de ser més fàcils de distribuir i canviar que l’algorisme. Per tot això, els sistemes 
d’encriptació s’han centrat en mantenir secretes les claus. 
 
La criptografia clàssica consisteix en que la clau de l’emissor i del receptor és la mateixa. 
La clau era un secret compartit entre ambdós i, per tant, el sistema criptogràfic era vulnerable 
pels dos costats. Fa cinc dècades, la criptografia va trencar aquest esquema clàssic i va 
començar a implementar algorismes d’encriptació que consistien en, al menys, dues claus: una 
privada i una altra pública que pot conèixer tothom. 
 
La criptografia moderna es basa en que un emissor agafa la clau pública del receptor i 
l’usa per encriptar el missatge. El receptor fa servir la seva clau privada per desencriptar el 
missatge rebut. Aquest sistema funciona sense que l’emissor i el receptor hagin hagut de 
posar-se d’acord sobre les claus implicades. Així, aquest mètode dóna més seguretat. Aquesta 
manera d’encriptar és la base de la seguretat en les xarxes globals de comunicació i 
s’anomena clau pública. 
 
Com s’ha dit al principi, darrera de la criptografia moderna es troben les matemàtiques. 
Els dos pilars que la sustenten són: l’aritmètica modular i l’aritmètica dels nombres primers. 
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 3.4.1 CRIPTOGRAFIA CLÀSSICA 
 
Es creu que l’origen de la criptografia és tant antic com la necessitat que té l’ésser humà 
de comunicar-se. La criptografia clàssica es pot dividir en dos grups fonamentals: la criptografia 
per transposició i per substitució. Als següents apartats es veuran alguns dels exemples més 
representatius d’aquestes criptografies (Singh 2000). 
 
3.4.1.2 CRIPTOGRAFIA PER TRANSPOSICIÓ 
 
La criptografia per transposició consisteix en el reordenament dels caràcters d’un 
missatge. Aquesta criptografia ja es va fer servir durant la guerra entre espartans i atenencs a 
la península del Peloponès. El xifrat es basava en l’alteració del missatge original amb l’inclusió 
de símbols innecessaris escrits sobre tires de paper que desapareixien en embolicar el 
missatge en un bastó amb una longitud i un gruix prefixats. Per tant, les claus d’accés al 
missatge eren el gruix i la longitud del bastó, anomenat escitala. 
 
 
Figura 8. Escitala.[4] 
 
 
Activitat 1. Per entendre la potència d’aquest mètode, imagina que vols transposar tres 
caràcters: E, S i A. Quants possibles reordenaments hi hauria? Què passa si es tenen 2 
caràcters? i 10? i n? 
 
Inicialment, sense la necessitat de fer càlculs es pot comprovar que existeixen sis 
maneres de reordenació diverses. 
 
ESA 
EAS 
SEA 
SAE 
AES 
ASE 
 
Si només es disposa de 2 caràcters, el nombre de reordenacions seria 2. 
 
Si el missatge disposa de 10 caràcters, el nombre de reordenaments possibles seria 
10x9x8x7x6x5x4x3x2x1 (en notació matemàtica 10!), obtenint un resultat de 3.628.800 
possibilitats. Aquest nombre mostra la inviabilitat per poder desencriptar el missatge sense tenir 
les claus. 
 
En general, si el missatge disposa de n caràcters, llavors existeixen n! formes diverses de 
reordenament. 
 
 
Sembla que aquest mètode d’encriptació aleatori fa inviable la seva desencriptació, però 
aquesta aleatorietat també el fa ser feble, ja que les seves claus són massa complicades i 
difícils de recordar i transmetre. Això va propiciar que la criptografia evolucionés cap a la 
criptografia per substitució. 
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 3.4.1.3 CRIPTOGRAFIA PER SUBSTITUCIÓ 
 
La criptografia per substitució consisteix en canviar una lletra per una altra 
independentment de que aquesta última es trobi al missatge o no. 
 
 
XIFRAT CÈSAR 
 
Dintre d’aquest tipus de xifrat, l’exemple més estudiat és el xifrat César perquè permet 
il·lustrar els principis de l’aritmètica modular, el pilar bàsic de l’escriptura en clau (Fernández 
2004). El xifrat Cèsar consisteix en reassignar a cada lletra de l’abecedari una altra nova que 
resulta de desplaçar-la un nombre de posicions. Juli Cèsar xifrava fent servir l’algorisme de 
substitució que deia: cada lletra del missatge original serà substituïda per la que li segueixi tres 
posicions més endavant en l’abecedari. Per exemple, la B es substituïa per l’E. La clau 
d’encriptació és el nombre de posicions que s’han de moure les lletres, en aquest cas la clau és 
3. 
 
 
Activitat 2. Imagina que t’arriba un missatge que saps que correspon a l’algorisme de 
substitució de Juli Cèsar i que diu així: “DYH FHVDU”. Desencripta el missatge rebut. 
 
Per realitzar aquesta activitat s’elabora una taula on es mostra l’alfabet de partida i la 
transformació que es realitza amb un xifrat Cèsar de tres posicions adelantades. La segona fila 
és l’alfabet xifrat. 
 
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z 
D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C 
 
 
Si es desencripta el missatge rebut lletra per lletra s’obté: 
 
“DYH FHVDU”, que vol dir “AVE CESAR”. 
 
 
Activitat 3. Pensa en un algorisme de substitució i en la seva clau. Després dóna 
aquesta informació al teu company i envia-li un missatge. Comprova que l’hi ha arribat 
correctament. 
 
 
Quina relació té l’aritmètica modular amb el xifrat Cèsar? El primer pas per respondre 
aquesta pregunta és fer una correspondència numèrica de l’alfabet. 
 
 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z 
D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C 
 
 
S’observa que la versió xifrada d’un caràcter que ocupa la posició x té la posició x+3 a 
l’alfabet original. Per tant, l’expressió matemàtica ha de donar-li el valor del desplaçament de 
tres posicions en mòdul 26 i bastarà amb substituir les lletres per la seva correspondència 
numèrica. 
 
)26()()3( mòdxCx ≡+  
 
 
on x és el valor sense codificar i C(x) és el valor codificat. 
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Activitat 4. Com escriuries aquesta fórmula d’una manera general per qualsevol alfabet i 
qualsevol clau? 
 
)()()( nmòdxCkx ≡+  
 
 
On n=nombres de caràcters de l’alfabet i k=clau (nombre de posicions de desplaçament). 
 
Per desencriptar el missatge s’ha de fer una operació inversa a la d’encriptar. Per tant, 
 
 
))(()( 1 nmòdkxxC −=−  
 
 
Activitat 5. Imagina que vols fer el xifrat Cèsar de la paraula "XAI" fent servir l'aritmètica 
modular. Com el faries? Com seria el procés invers de desxifrat? 
 
La X seria el 23, C(23)=23+3≡0 (mòd 26), que correspon a l'A. 
La A seria el 0, C(0)=0+3≡3 (mòd 26), que correspon a la D. 
La I seria el 8, C(8)=8+3≡11 (mòd 26), que correspon a la L. 
 
El missatge "XAI" xifrat amb la clau 3 és "ADL". 
 
Si reps el missatge "ADL", el procés de desencriptació és el següent: 
 
Per a l’A, x=0, C-1(0)= 0-3=-3+26≡23 (mòd 26), que correspon a la X. 
Per a la D, x=3, C-1(3)=3-3≡0 (mòd 26), que correspon a l'A. 
Per a la L, x=11, C-1(11)=11-3≡8 (mòd 26), que correspon a la I. 
 
 
CRIPTOANÀLISI DE FREQÜÈNCIES 
 
Com s'ha vist al principi, al mètode de xifrat per substitució les lletres del missatge 
original mantenen la seva posició però canvien el seu rol. Aquesta característica de mantenir la 
posició fa que aquest mètode sigui susceptible al criptoanàlisi de freqüència (Singh 2000). 
 
En què consisteix el criptoanàlisi de freqüència? Per exemple, si s'agafen textos en 
castellà i és fa un anàlisi de la freqüència en la que apareixen les diverses lletres, s'obté el 
següent ordre de més a menys freqüent:  
 
E A O L S N D R U I T C P M Y Q B H G F V W J Z X K. 
 
Davant un missatge xifrat per substitució, si es compten les vegades que apareixen 
cadascuna de les lletres i es comparen amb la taula de freqüència de l'idioma en que es va 
escriure es pot arribar a desencriptar el missatge. Per exemple, si arriba un missatge original 
escrit en castellà i la lletra que apareix més al text xifrat és la H, es sabrà que molt 
probablement correspon a la E, que és la lletra del castellà que surt amb més freqüència. 
Aquest anàlisi es fa amb tots els caràcters del missatge per desencriptar-lo. Cal tenir en 
compte, però, que l’anàlisi per freqüències només seria d'utilitat en textos de més de 100 
caràcters, ja que per textos més curts les freqüències poden variar. 
 
L’anàlisi de freqüència es pot emprar en missatges curts quan es combina amb el 
coneixement de la llengua. Per exemple, es pot treure partit del fet que en castellà la L és 
l’única lletra que pot aparèixer de manera consecutiva. L'aplicació de les particularitats en la 
freqüència d'aparició de lletres o grups de lletres de l'idioma original pot resultar suficient per 
poder desxifrat un missatge. 
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 XIFRAT POLIALFABÈTIC 
 
L’anàlisi de freqüència va forçar la necessitat de crear un nou xifrat que es va anomenar 
xifrat polialfabètic. Leon Battista Alberti va idear al voltant del 1460 un sistema d'encriptació que 
consistia en afegir a l'alfabet xifrat convencional un de segon, tal com es mostra a la taula 
següent. 
 
 
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z 
D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C 
G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F 
 
Taula 2. Alfabet original amb dos alfabets xifrats. 
 
 
Per encriptar un missatge, Alberti proposava alternar els dos alfabets xifrats. D'aquesta 
manera, l’anàlisi de freqüència perdia gran part de la seva utilitat. El xifrat polialfabètic parteix 
de la idea de que a una lletra determinada d'un missatge se li poden donar tantes assignacions 
com alfabets xifrats es vulguin emprar. 
 
 
LA MÀQUINA ENIGMA: NAIXEMENT DE L’ORDINADOR 
 
El xifrat polialfabètic va perdurar en el temps i va ser durant la segona guerra mundial la 
inspiració per crear una màquina que serviria per encriptar un missatge directament. Aquesta 
màquina es va anomenar la màquina Enigma. La va inventar un enginyer alemany, Arthur 
Scherbius, al 1923 i va ser molt emprada pel govern alemany durant la segona guerra mundial 
(Gómez 2010). 
 
 
 
 
Figura 9. Màquina Enigma amb el detall de les seves parts. [5] 
 
 
La màquina Enigma era molt semblant a una màquina d'escriure. Estava constituïda per 
un teclat i un taulell lluminós de 26 lletres. A més, comptava amb tres rotors que permetien 26 
posicions diferents i un panell amb connexions instal·lat entre el teclat i el primer rotor que 
acomplia la funció de portar a terme el primer intercanvi de lletres en funció de les connexions 
escollides al panell. 
 
Els anglesos van desenvolupar tota una investigació per poder esbrinar el funcionament 
de la màquina Enigma i el seu codi. L'equip d'aquesta investigació va acabar desenvolupant el 
primer prototip d'ordinador modern de la història, conegut com Colossus (1943). Així, es podria 
dir que la informàtica va néixer de l’aventura de trencar el codi Enigma. 
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 Aquest pas de gegant endavant va poder donar-se en part gràcies a un sistema de 
codificació que va permetre establir comunicacions ràpides i eficaces entre els ordinadors i els 
usuaris. Aquesta codificació va ser el sistema binari, que consisteix en un senzill codi de 0 i 1, 
on cada 0 i 1 s’anomena bit (“binary digit”). Una de les moltes aplicacions del sistema binari és 
el codi ASCII, que consisteix en una família de caràcters on cadascun té una longitud de 8 bits 
(1 byte). Aquest codi és alfanumèric i permet la comunicació entre l’usuari i l’ordinador. A 
continuació es presenta una taula amb la part del codi ASCII més emprada. 
 
 
 
 
Taula 3. Taula ASCII. [6] 
 
 
Activitat 6. Quan a l’ordinador tecleges el teu nom en majúscules, quina seria la 
traducció al llenguatge de l’ordinador? 
 
Agafant el meu nom: SILVIA i traduint a la seqüència binària, s’obtindria 
 
 
S I L V I A 
0101 0011 0100 1001 0100 1100 0101 0110 0100 1001 0100 0001 
 
 
Per tant, l’ordinador implementarà la seqüència següent: 
 
01010011010010010100110001010110010010010100 0001 
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 3.4.2 CRIPTOGRAFIA MODERNA 
 
La invenció dels ordinadors va donar certs avantatges a la criptografia, encara que el 
procés d’encriptació és substancialment similar a quan no existien. Las tres diferències 
fonamentals, als inicis de la informàtica, van ser: 
1) L’ordinador es pot programar per fer el mateix que feia una màquina 
d’encriptació amb rotors, sense necessitat de mecanismes electromecànics. 
2) L’ordinador treballa només amb nombres binaris i, per tant, tot s’ha de xifrar 
d’aquesta manera. 
3) L’ordinador facilita el càlcul i còmput, ja que ho fa a molta velocitat. 
 
Aquesta última diferència va ser l’avantatge més important. De totes maneres, els 
ordinadors no havien superat la feblesa de la criptografia clàssica, això és, la distribució de les 
claus i el consegüent perill que un receptor no desitjable es faci amb les claus i pugui desxifrar 
el missatge. 
 
Aquest problema es va solucionar amb l’algorisme presentat per Martin Gardner a l’any 
1977. Aquest algorisme és conegut com RSA, acrònim dels cognoms dels seus autors Rivest, 
Shamir i Adelman. Aquest sistema parteix d’un model on la feblesa de la criptografia, la clau, es 
fa pública. Tot i això, la seva seguretat és extrema, ja que el procés de desxifrat és 
increïblement laboriós.  
 
La criptografia moderna i, en concret, l’algorisme RSA ha entrat a les nostres vides sense 
adonar-nos, com quan es navega per internet i s’arriba a una pàgina segura. Aquest seria el 
cas de les pàgines on es gestionen els nombres de la targeta de crèdit per fer una compra. En 
el cas del navegador Internet Explorer, la implementació d’aquest algorisme de seguretat es 
representa com un petit cadenat que apareix a la cantonada inferior dreta de la pantalla. Aquest 
símbol indica que la informació ha estat xifrada i no la pot veure ningú. Altres exemples 
d’aplicació de l’algorisme RSA són la signatura digital i la certificació de documents enviats per 
e-mail. 
 
A continuació, es donen els fonaments del sistema d’encriptació RSA d’una manera 
bàsica. 
 
 
3.4.2.1 L’ALGORISME RSA 
 
L’algorisme RSA es fonamenta en algunes propietats dels nombres primers. Aquestes 
són les bàsiques (Gómez 2010): 
 
 El conjunt de nombres que no comparteixen factors amb n s’anomenen 
coprimers amb n. El nombre de coprimers amb n menors que n s’anomena funció 
totient d’Euler i s’expressa amb la notació φ(n). 
Per exemple, els coprimers amb 9 menors que 9 són {1,2,4,5,7,8}. Per tant, 
φ(9)=6. 
 
 Si n=pq, on p i q són nombres primers, es acompleix que φ(n)=(p-1)(q-1). 
 
 Pel “petit Teorema de Fermat” se sap que si p és un nombre primer i 0<a<p, 
llavors 
 
)(11 pmòda p ≡−  
 
Per exemple, si p=5, p-1=4 llavors 24=16≡1 (mòd 5), 34=81≡1 (mòd 5)  
i 44=256≡1 (mòd 5). 
 
 Si a és un coprimer amb n, mcd(a,n)=1, hi haurà un exponent e tal que  
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 ae≡1 (mòd n). El Teorema d’Euler diu que aquest exponent és e=φ(n), el nombre 
de coprimers amb n. Més formalment, 
 
Teorema d’Euler: Si 0<a<n i mcd(a,n)=1, llavors  )(1)( nmòda n ≡φ
 
Com es pot veure, el petit Teorema de Fermat és un cas particular del Teorema 
d’Euler. 
 
 
Activitat 7. Verifica el teorema d’Euler per n=9. 
 
Com ja s’ha dit amb anterioritat, els coprimers amb 9 menors que 9 són {1,2,4,5,7,8}. Per 
tant, φ(9)=6. 
Si a=1, 16≡1 (mòd 9). 
Si a=2, 26=64≡1 (mòd 9). 
Si a=4, 46=4096≡1 (mòd 9). 
Si a=5, 56=15625≡1 (mòd 9). 
Si a=7, 76=117649≡1 (mòd 9). 
Si a=8, 86=262144≡1 (mòd 9). 
 
 
Una vegada explicats els fonaments matemàtics, ara es continuarà amb els passos a seguir 
per generar un algorisme RSA: 
 
1) Generació del parell de claus: clau pública i privada. 
El primer pas consisteix en escollir un parell de nombres primers que siguin molt alts, 
que s’anomenaran p i q. Després es calcula el producte n=pq. Es torna a escollir un 
nombre primer, e, però aquesta vegada ha de ser coprimer amb φ(n), mcd(φ(n),e)=1. Es 
recorda que φ(n)= pq. Els nombres (e,n) són la clau pública. 
El nombre e tindrà un altre nombre que acomplirà que 
 
)))(((1 nmòdde φ≡⋅  
 
que és el mateix que dir ed=1+kφ(n) per algun enter k. La clau privada serà d i aquest 
nombre s’ha de mantenir en secret, ja que només serà conegut pel propietari de les claus. 
 
2) Xifrat del missatge amb la clau pública. 
Els missatges que es poden xifrar amb aquest algorisme són nombres enters d’un 
tamany menor que n, no lletres com en el cas del xifrat Cèsar o polialfabètic. Per això, es 
fan servir taules ASCII, no binàries, que fan la conversió de les lletres a nombres. 
Per obtenir el missatge xifrat C a partir del missatge M, es realitza la següent operació: 
 
)( nmòdCM e ≡  
 
 
3) Desxifrat del missatge amb la clau privada. 
Per recuperar el missatge original M a partir del xifrat C es realitza la següent operació: 
 
)( nmòdMCd ≡  
 
 
Exemple 1. Aplicació de l’algorisme RSA amb nombres amb una o dues xifres. 
 
1) S’escullen dos nombres primers, per exemple p=3 i q=11. 
2) Es calcula una de les claus públiques; n=3·11=33. 
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 3) Es calcula la funció d’Euler del nombre n; φ(33)=(3-1)·(11-1)=20. 
4) Ara es calcula l’altra clau pública, e, que ha de ser coprimer amb 20, φ(33). Per 
exemple, el nombre 3. 
5) Es calcula la clau privada, d, calculant el nombre que acompleixi la següent relació 
 
)))(((1 nmòdde φ≡⋅  
 
Com s’està treballant amb nombres petits, es pot calcular substituint k per nombres 
enters fins que l’expressió següent ens doni un nombre enter com resultat. 
 
e
nkd )(1 φ+=  
amb k=1, s’obté d=7. 
 
6) En resum, el sistema d’encriptació té com claus públiques (n,e)=(33,3) i com clau 
privada d=7. 
7) Si es vol enviar com missatge M=5, el xifrat del missatge seria 
 
)33(2653 mòd≡  
 
Y el desxifrat es faria de la següent manera: 
 
)33(58031810176267 mòd≡=  
 
Aquest exemple s’ha fet utilitzant nombres amb una o dues xifres, però les següents 
activitats proposades seran amb nombres més elevats. Aquesta circumstància fa necessari 
treballar amb un programa de càlcul matemàtic com Maple, Matlab, Wmaxima, etc. En aquest 
cas, la resolució de les activitats proposades s’ha realitzat amb Maple. 
 
EL QUE ES NECESSITA SABER DE MAPLE 
 
Després d’iniciar el programa, apareix un símbol “>” a la pantalla. A continuació d’aquest 
símbol, és on s’introdueixen les instruccions en l’entorn Maple. Quan les instruccions han estat 
introduïdes, cal acabar la línia amb el caràcter “;”. Les instruccions que es faran servir en 
aquestes activitats seran: 
 
 Elevar un nombre a una potència mòdul d’un altre nombre, 
 
12111^131 mod 661643; 
109073 
 
 Trobar el màxim comú divisor de dos nombres, 
 
> gcd(131,659880); 
1 
 
 Factoritzar en primers un nombre enter, 
 
> ifactor(661643); 
(541)(1223) 
 
 Calcular l’invers mòdul d’un nombre, 
 
> 131^(-1) mod 659880; 
639731 
 
Cal recordar que això vol dir que )659880(1131639731 mòd≡⋅  
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Activitat 8. Suposa que vols enviar el missatge HOLA fent servir l’algorisme RSA a cinc 
destinataris. Si p=13 i q=23, com ho faries? 
 
Abans d’enviar-lo, és necessari realitzar una precodificació a nombres. Això es pot fer 
utilitzant la següent taula: 
 
 
A B C D E F G H I J K L M 
120 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 
N O P Q R S T U V W X Y Z 
133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 143 144 145 
 
Taula 4. Taula ASCII+55. 
 
Per tant, el missatge serà 
 
H O L A 
127 134 131 120 
 
 
Es consideren com nombres primers p=13 i q=23. Per tant, la clau pública n és n=pq=299 
i la funció d’Euler de n serà φ(n)=φ(pq)=(p-1)(q-1)=264. Per escollir les claus pública (e) i 
privada (d) s’haurà de buscar un nombre enter que sigui coprimer amb φ(n)=264 i menor que 
264. S’ha d’acomplir que mcd(e,264)=1. Una vegada seleccionada la clau pública es 
determinarà la clau privada, ja que ambdues han d’acomplir que 
 
Per tot i, 1≤i≤5, )264(1 mòdde ii ≡  
 
Aquesta taula mostra una de les possibilitats de parell de claus per destinatari. 
 
Destinatari Clau pública Clau privada 
1 e1=31 d1=247 
2 e2=161 d1=41 
3 e3=67 d1=67 
4 e4=181 d1=229 
5 e5=211 d1=259 
 
Per xifrar el missatge s’agafarà la clau pública de cada destinatari, tal i com es presenta a 
les següents taules: 
 
 
Dest. 127 134 131 120 
1 12731≡257(mòd299) 13431≡56(mòd299) 13131≡261(mòd299) 12031≡172(mòd299) 
2 127161≡108(mòd299) 134161≡153(mòd299) 131161≡248(mòd299) 120161≡178(mòd299) 
3 12767≡127(mòd299) 13467≡134(mòd299) 13167≡131(mòd299) 12067≡120(mòd299) 
4 127181≡179(mòd299) 134181≡264(mòd299) 131181≡144(mòd299) 120181≡250(mòd299) 
5 127211≡75(mòd299) 134211≡30(mòd299) 131211≡118(mòd299) 120211≡159(mòd299) 
 
Destinatari Missatge xifrat 
1 257 56 261 172 
2 108 153 248 178 
3 127 134 131 120 
4 179 264 144 250 
5 75 30 118 159 
 
Una vegada rebut el missatge, el destinatari ha de desxifrar-lo fent servir la seva clau 
privada, tal com mostren les següents taules: 
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Dest.     
1 257247≡127(mòd299) 56247≡134(mòd299) 261247≡131(mòd299) 172247≡120(mòd299) 
2 10841≡127(mòd299) 15341≡134(mòd299) 24841≡131(mòd299) 17841≡120(mòd299) 
3 12767≡127(mòd299) 13467≡134(mòd299) 13167≡131(mòd299) 12067≡120(mòd299) 
4 179229≡127(mòd299) 264229≡134(mòd299) 144229≡131(mòd299) 250229≡120(mòd299) 
5 75259≡127(mòd299) 30259≡134(mòd299) 118259≡131(mòd299) 159259≡120(mòd299) 
 
Destinatari Missatge xifrat 
1 127 134 131 120 
2 127 134 131 120 
3 127 134 131 120 
4 127 134 131 120 
5 127 134 131 120 
 
 
Tots els destinataris rebran el missatge original. Per tant, s’ha fet correctament. 
 
 
Activitat 9. JUGANT A ESPIES. S’organitza la classe en tres grups i cada grup disposa 
d’un ordinador amb un programa de càlcul matemàtic. L’equip A vol enviar un missatge al grup 
B. L’equip C faran d’espies. 
El grup B comença construint la seva clau pública. En primer lloc, ha d’escollir dos 
nombres primers grans, p i q, i calcular el seu producte n=pq. Després, escollir e i calcular la 
seva clau privada d. Finalment, en veu alta comunicaran les claus públiques (n,e) i, per tant, ja 
estaran preparats per rebre missatges. Els espies han d’estar atents per escoltar-les. El grup A 
prepararà un missatge per enviar-lo a l’equip B amb la clau pública de B. El grup A donarà el 
missatge en veu alta a l’equip B. C ha d’estar atent i ha d’intentar desxifrar el missatge a la 
vegada que ho fa l’equip B. 
 
 
PER QUÈ L’ALGORISME RSA ÉS SEGUR? 
 
L’algorisme RSA permet publicar un missatge xifrat juntament amb la clau i, a la pràctica, 
no es pot desxifrar. Ara es presenta la raó de la seva gran seguretat. 
 
L’algorisme parteix del producte de dos nombres primers (n=pq). La realitat és que els 
nombres primers dels que parteix l’algorisme són molt elevats. A tall d’exemple, imagina que 
són de 150 xifres cadascun. Qualsevol ordinador pot trobar nombres primers tan elevats en poc 
temps i després, multiplicar-los en una mil·lèsima de segon per obtenir un resultat de 300 xifres. 
De fet, això és el fa l’ordinador cada vegada que entra a una pàgina web segura, generant una 
nova clau que només es farà anar en aquell moment. El punt fort del sistema és la dificultat per 
descomposar en factors primers un nombre de 300 xifres. 
 
Des del punt de vista matemàtic, desxifrar un missatge RSA és exactament el mateix que 
el problema de factoritzar en nombres primers la clau n. Factoritzar nombres de 300 xifres és 
possible, però l’ordinador més potent del món amb els millors mètodes trigaria molt de temps. 
Existeixen teories cosmològiques que diuen que, dins de bilions d’anys, l’univers començarà a 
contraure’s gravitacionalment i col·lapsarà en el que es diu “Big Crush”. Si aquestes teories són 
certes, quan s’acabi el món el nostre ordinador més potent a l’actualitat no haurà fet ni una 
ínfima part del treball de factoritzar un nombre de 300 xifres.  
 
També és cert que la potència dels ordinadors creix molt ràpidament i que els algorismes 
que es fan servir per factoritzar cada vegada són millors. Aquesta circumstància no invalidaria 
el mètode, ja que es podria mantenir el seu ús només augmentant el nombre de xifres. Si es 
multiplica per deu la velocitat dels processadors destinats a desencriptar, també cal tenir en 
compte que la potència de càlcul dels ordinadors destinats a generar claus permetrà obtenir-les 
el doble de llargues. Aquest fet augmentaria en sis ordres de magnitud el temps per factoritzar-
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 les. Per aquesta raó, l’algorisme RSA és el mètode de criptografia més segur ara per ara, ja 
que ha superat la prova del temps. 
 
 
Activitat 10. Per què la seguretat del mètode d’encriptació RSA es basa en la dificultat 
de factorizar? 
 
Si es pogués factoritzar, podríem trobar la clau secreta d’un usuari? La clau privada d 
d’un usuari és l’invers del seu e mòdul(φ(n)). Els nombres e i n són públics. Per tant, si a partir 
de n es pugués calcular φ(n), seria molt fàcil esbrinar la clau privada d a partir de la pública 
(n,e) i el sistema no seria molt segur. Tanmateix es dóna la circumstància que, conegut n, 
conèixer φ(n) és el mateix que factoritzar d en primers, n=pq. 
 
Si es coneix la factorització de n, és a dir, els primers p i q, llavors es pot calcular φ(n) 
sense dificultat, ja que φ(n)=(p-1)(q-1). 
 
Per altra banda, si es tenen els nombres n i φ(n) es podrien calcular p i q d’aquesta 
manera 
 
pqn =  
)1)(1()( −−= qpnφ  
 
 
on p i q són les incògnites que es volen conèixer. 
Aïllant q de la primera equació, q=n/p i substituint-la a la segona equació, s’obté 
 
))(1()()1)(1()( pnpnp
p
npn −−=⇒−−= φφ  
 
Reordenant l’expressió s’arriba a aquesta equació de segon grau, 
 [ ] 01)(2 =+−−+ npnpp φ  
 
que és senzilla de resoldre. Analitzades totes les possibilitats, la realitat és que només els 
nombres e i n són públics. Per tant, el repte d’intentar trencar aquest algorisme es centra en la 
factorització en nombres primers de n. 
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3.5 LA IMPORTÀNCIA DE L’ESCALA 
 
Poder entrar en un món en el qual tot és molt més gran o molt més petit ens resulta molt 
atractiu. Anar més enllà de la nostra realitat quotidiana i imaginar paisatges exòtics amb 
diferent escala és un dels recursos utilitzats a la literatura (Alícia en el país de les meravelles), 
al cinema (King Kong) i a l'art (Dalí). L'idea del canvi de tamany ens impressiona sobremanera. 
En aquest apartat s'explicarà com canvis significatius de l'escala suposen, a part de canvis 
quantitatius, canvis qualitatius. Un món amb diferent escala seria un món de diferent tipus. 
Quant s'altera radicalment el tamany d'un objecte, regeixen forces distintes de la natura, el 
temps transcorre a un ritme diferent i sorgeixen móns nous mentre d’altres queden diluïts.  
 
 
Exemple 1. Creus que podria existir un simi del tamany de King Kong en el nostre 
planeta? 
 
 
 
Figura 10. Fotograma de la pel·lícula King Kong. [7] 
 
El fet d’incrementar el tamany d’un simi des d’una alçada d’un parell de metres a un 
centenar comporta una sèrie d'inconvenients. L'alçada augmenta en una dimensió, l'àrea en 
dues i el volum en tres. Si l'alçada d'un simi es dobla, el gruix dels músculs que li serveixen per 
contrarestar la força de la gravetat es quadruplicarà i el seu volum - per tant, el pes - 
s'incrementarà en un factor de vuit. Si es fes deu vegades més alt, el seu pes seria deu mil 
vegades major, però l'amplada dels seus músculs i dels ossos que el sostenen només 
augmentaria en un factor de cent. El resultat seria la fractura dels seus ossos i el col·lapse del 
seu cos. Com es veu, el raonament seguit és purament geomètric. Així, per suportar aquest 
pes necessitaria unes cames molt més robustes i grosses, és a dir, canviaria totalment la forma 
del seu cos i la seva fesomia (Trefil 1983). 
 
 
La idea matemàtica que es farà servir en aquest apartat es la semblança geomètrica 
(Freeman 2000): 
 
1) Dos objectes són geomètricament semblants si tenen la mateixa forma, 
independentment dels materials amb els quals estiguin fets. 
2) El factor lineal d’escala de dos objectes geomètricament semblants és la relació 
d’una longitud de qualsevol part del segon objecte amb la corresponent part del 
primer. 
3) L’àrea d’un objecte escalat ve donada pel quadrat del factor lineal d’escala. 
Aquesta relació entre l’àrea i el factor lineal d’escala s’escriu, 
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on el símbol ∝ és llegit com “és proporcional a”. 
 
4) El volum d’un objecte escalat ve donat pel cub del factor lineal d’escala. Aquesta 
relació entre l’àrea i el factor lineal d’escala s’escriu, 
 
3LA∝  
 
La necessitat de suportar el pes es pot pensar com la relació entre volum i àrea. En un 
objecte escalat més gran, el seu volum i pes creixen a la vegada, mentre que la densitat roman 
constant. Al mateix temps, l'habilitat de suportar el seu pes creix amb l'àrea de secció. En 
resum, la relació entre àrea i volum és el resultat del fet que quan un objecte és escalat més 
gran, el seu volum s'incrementa més ràpidament que la seva àrea superficial i més ràpid que la 
seva àrea de secció.  
 
Com el volum (V) és proporcional al cub del factor lineal d’escala, L, 
 
3LV ∝ , i 31VL ∝  
 
Com l'àrea és proporcional al quadrat del factor lineal d’escala, la superfície serà 
 
3
223
12 )( VVLA =∝∝  
 
Aquesta relació té moltes conseqüències pràctiques per entendre el món de la natura. A 
continuació es desenvoluparan una sèrie d’activitats enfocades a exemplificar perquè els 
humans no poden saltar per sobre d'un edifici o bé volar com un ocell (Schmidt-Nielsen 1984; 
McMahon 1983). 
 
Activitat 1. SALTS. 
 
Per què les puces són capaces de saltar distàncies un centenar de cops més grans que 
la seva alçada? 
 
 
 
Figura 11. Seqüència de fotogrames en els quals es pot apreciar tot el procés de salt d’una puça.[8] 
 
 
Les puces són capaces d’aixecar un pes 160.000 vegades superior al seu i de saltar 100 
vegades la seva alçada. Molta gent pensa que si una puça fos tan alta com una persona podria 
saltar 300 m. En realitat, una puça a una escala més gran podria saltar la mateixa alçada que la 
puça original. La força dels seus músculs és proporcional a la seva àrea de secció transversal. 
Un salt comporta una contracció súbita dels músculs al llarg de la seva longitud. Per tant, 
l'habilitat per saltar és proporcional al volum dels músculs i el volum de la puça creix en la 
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 mateixa proporció que el volum de les seves cames. Sabent que el músculs de les cames d'una 
puça suposen l’1% del total del seu cos, si s'escala una puça al tamany d'un humà (sense 
canvis en la seva forma), cada augment del tamany del múscul tindrà el mateix poder: en un 
salt podria propulsar 100 vegades el seu propi pes i l'alçada seria la mateixa. El pes de la puça 
i el poder de les seves cames creixen en la mateixa proporció. 
 
 
Activitat 2. VOLS. 
 
La força necessària per mantenir el vol és proporcional a la càrrega de les ales, la qual és 
el pes suportat per l'àrea de les ales. Si s'escala a valors més grans, el pes creix amb el cub de 
la longitud de l’ocell o l'avió i l'àrea de l'ala amb el quadrat de la seva longitud. Per tant, la 
càrrega de les ales és proporcional a la longitud de l'objecte volador. 
 
Per exemple, si un ocell o un avió s'escala per un factor de 4, el seu pes serà 43=64 
vegades més gran i l'àrea de les ales serà 42=16 vegades més gran. Així, cada unitat de 
superfície de la nova ala haurà de suportar 4 cops més de pes. També cal tenir en compte que 
després d’enlairar-se, l’ocell o l’avió haurà de mantenir el moviment. Per fer-ho, els helicòpters, 
els insectes i el colibrí baten les ales a gran velocitat i mantenen la seva posició en lloc de 
moure’s endavant com fan la resta d'objectes i animals voladors. La velocitat mínima 
necessària per mantenir el vol és proporcional a l'arrel quadrada de la càrrega suportada per 
les ales. Combinant aquest factor amb la consideració d'abans, es pot concloure que la 
velocitat mínima augmenta amb l'arrel quadrada de la longitud. Segons aquesta idea, un ocell 
escalat per un factor de 4 hauria de volar 24 =  vegades més ràpidament per mantenir el vol. 
 
 
Exemple 2. Es pren com exemple un colom la velocitat mínima del qual és al voltant de 
30 km/h. Un estruç és 25 cops més pesant que un colom, així que la velocitat mínima per a que 
un estruç pugués envolar-se seria 1503025 =⋅ km/h. Realment un estruç no pot volar 
perquè hauria de fer-ho a una velocitat molt elevada. A més, cal tenir en compte quina seria la 
relació entre l’àrea de les ales i el pes; les aus voladores més grans tenen les ales 
desproporcionadament més llargues que un colom per tal de mantenir-se en vol. L’animal més 
gran capaç de volar ha estat el Quetzalcoatlus northropi, un rèptil volador que visqué fa 65 
milions d'anys. L’envergadura de les seves ales era de 12 m i el seu pes, de 50 kg. Temps 
enrera, els paleontòlegs sospitaven que el Quetzalcoatlus northropi pesava el doble. Aquesta 
idea fou refutada per qüestions aerodinàmiques, ja que un animal de 100 kg de pes mai seria 
capaç de volar perquè hauria de moure’s a una velocitat massa gran. 
 
 
 
Figura 12. La relació entre àrea de les ales i el pes en un colom i en un estruç són molt diferents. 
Per aquesta raó, el colom pot volar i l’estruç no ho pot fer. Per a que l’estruç pugués volar, hauria de tenir 
unes ales proporcionalment molt més grans que les del colom per suportar el seu gran pes. Aquest és el 
cas del Quetzalcoatlus northropi, un dinosaure volador que visqué fa 65 milions d’anys.[9] 
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Activitat 3. CAIGUDES. 
 
La resposta dels diferents animals a la caiguda depèn de la força de la gravetat. Un ratolí 
pot caure des d’una alçada de 10 pisos i un gat des de 2 pisos sense patir cap mal. Tanmateix, 
l'home pot fer-se mal inclús caient mentre espera l’autobús. Quina seria l'explicació d'això? 
 
L'energia adquirida durant la caiguda és proporcional al pes de l'objecte i, per tant, al seu 
volum. Aquesta energia ha de ser absorbida bé per l'objecte, bé per la superfície sobre la que 
impacta, encara que una petita part es dissiparà en forma de so i calor. La caiguda és 
absorbida en gran part per l'àrea superficial de l'objecte. Quan aquest s’escala a un tamany 
més gran, el volum - per tant, el pes i l'energia de caiguda - creix molt més ràpidament que 
l'àrea. Com el volum s'incrementa, les conseqüències de la caiguda a la mateixa alçada 
s'incrementen també (Stevens 1974). 
 
 
Exemple 3. La mateixa relació explicada al paràgraf anterior s'aplicaria a la caiguda 
d'objectes inanimats com les gotes d'aigua. L'atmosfera conté una gran quantitat d'aigua 
encara que no es vegi. Quan una minúscula gota d'aigua comença a atraure més molècules 
d'aigua, la situació comença a canviar ràpidament. Quan el diàmetre de la gota augmenta 100 
vegades, la seva àrea es multiplica per 10.000 i el seu volum, per 1,000.000. La superfície, en 
ser més gran, reflexa la llum i el núvol es fa visible. El volum enormement incrementat 
proporciona a les gotes l'atracció gravitatòria necessària per caure al terra en forma de pluja. 
Les gotetes d'aigua suspeses a l'aire estan subjectes a dues forces: les forces elèctriques 
d'atracció i la força de la gravetat, que les empeny cap avall. Quan les gotes són petites, la 
seva superfície és gran respecte al seu volum i les forces elèctriques (moleculars) s'imposen a 
la gravetat i les gotes queden suspeses a l'aire. Tanmateix, quan les gotes arriben a un tamany 
suficientment gran, la seva relació àrea/volum fa que la gravetat comenci a ser la força que 
domina i les gotes cauen. 
 
 
 
 
Figura 13. Un núvol està format per petites gotes d’aigua en suspensió que es mantenen en l’aire 
degut a forces elèctriques. De totes maneres, quan les gotes creixen més enllà d’un tamany crític, la força 
de la gravetat s’imposa i aquestes cauen en forma de pluja. 
 
 
Els objectes amb tamanys molt petits no perceben la gravetat, ja que aquesta força 
només és percebuda a grans escales. En el regne microscòpic, les forces elèctriques que 
mantenen integrades les molècules són les predominants. Per aquesta raó, els àtoms no es 
comporten de la mateixa manera que una gota d’aigua o una persona. A nivell encara més 
petit, les partícules subatòmiques es troben regides per les lleis probabilístiques de la mecànica 
quàntica. L'ésser humà no pot observar a simple vista que els núvols d'electrons d'un àtom es 
mouen al voltant del seu nucli en un estat permanent d'indeterminació. Si s'eleva l'escala a 
nivell molecular, les forces elèctriques s'imposaran. Si s'augmenta encara més el tamany de 
l’objecte, la força dominant és la gravetat. És sabut que la gravetat s'imposa a gran escala 
perquè tot el que a l'univers supera el tamany d'un asteroide és rodó o arrodonit com a 
conseqüència de la força de la gravetat que l’objecte exerceix sobre si mateix.  
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Activitat 4.a. Quina és l’alçada màxima que podria tenir una muntanya? (Stevens 1974) 
 
Les muntanyes tenen composicions i formes molt diverses i per això és necessari fer una 
sèrie d'aproximacions per poder resoldre la qüestió plantejada. De fet, es farà un simple model 
matemàtic d'una muntanya; es suposarà que la muntanya és de granit, un material molt comú 
en moltes muntanyes. S'assumeix que el granit té la mateixa densitat en tota la muntanya i que 
és de 2622 kg/m3 i té un límit de ruptura al voltant de 1,94x107 kg/m2. 
 
 
 
 
Figura 14. El tamany de les muntanyes es troba limitat per la resistència mecànica dels materials 
que les composen. D’aquesta manera, si la seva resistència es superés, la muntanya s’ensorraria. [10] 
 
 
Amb l’objectiu de simplificar i mantenir el realisme del problema, s'assumeix que la forma 
de la muntanya és cònica i que el diàmetre de la seva base és igual a la seva alçada. S'agafarà 
com a model la muntanya de l'Everest, la més alta del planeta, que té una alçada de 8848 m. 
Així, el diàmetre de la seva base circular és de 8848 m. Com el radi és la meitat del diàmetre, 
aquest té un valor de 4424 m. 
 
En primer lloc, es calcula el pes del model Everest. 
 
volumdensitatmassa ×=  
 
Coneguda la densitat del granit (2066 kg/m3), per calcular la massa es necessita la 
fórmula del volum d'un con de radi r i alçada h: 
 
hrV ⋅⋅⋅= 2
3
1 π  
 
Per aquest model el radi és 4424 m i l'alçada és de 8848 m. Es substitueixen els valors i 
s'obté que el volum del model Everest és de 1,81x1011  m3 (181 km3). 
 
31122 1081,188484424
3
1
3
1 mhrV ×=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= ππ  
 
El pes de la muntanya és: 
 
kgmm
kgVmassa 143113 1075,41081,12662 ×=×⋅=⋅= δ  
 
Una vegada coneguda la massa de la muntanya, s'ha d'esbrinar quina pressió suporta la 
seva base degut al seu pes. Aquesta pressió es compararà amb el límit de ruptura del granit 
per veure si el material pot suportar aquesta pressió sense trencar-se. La física diu que el pes 
de la muntanya es troba repartit uniformement sobre la base del con. 
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 àreamassapressió /=  
 
L'àrea de la base del con es calcula amb la fórmula de l'àrea de la circumferència. 
 
2722 1015,6)4424( mmrA ×=⋅=⋅= ππ  
 
Per últim, es calcula la pressió que suporta la base de la muntanya, 
 
2
6
27
14
1073,7
1015,6
1075,4/ m
kg
m
kgàreamassapressió ×=×
×==  
 
Aquest nombre es troba per sota del límit de ruptura del granit, 1,94x107 kg/m2, amb un 
factor de seguretat de 2. 
 
Tenint en compte els càlculs efectuats, la màxima alçada que podria tenir una muntanya 
a la terra seria el doble de la que té l’Everest. El fet que no existeixin muntanyes d'aquesta 
alçada pot ser degut a la gran quantitat d'activitat volcànica i la deformació estructural de 
l’escorça terrestre. 
 
 
Activitat 4.b. Què passaria amb muntanyes d'altres materials com vidre, gel, cotxes 
vells? 
Aquestes muntanyes no podrien arribar a l’alçada calculada per muntanyes de granit ni 
de bon tros. La pròpia pressió que suportaria la base faria que el vidre i el gel es fonessin i els 
cotxes vells quedessin completament deformats. 
 
Activitat 4.c. Què passaria si la muntanya es trobés en un altre planeta? 
La seva alçada dependrà de la gravetat del seu planeta. Per exemple, una muntanya a 
Mart podria ser més alta, ja que la gravetat del planeta és més baixa. 
 
 
El fet que un cos col·lapsi sota el seu propi pes no és la màxima representació de la força 
de la gravetat; aquest és el cas de les estrelles, cossos amb una gran massa que es troben 
subjectes també a les forces gravitatòries. Així, quan en una regió de l’espai s’acumula gran 
quantitat de partícules de pols, les febles atraccions electrostàtiques establertes entre elles fan 
que s’apropin. A mesura que aquest procés avança, es va fent més ràpid i poderós i finalment 
desemboca en la formació d’una estrella, que no és altra cosa que un gran cúmul de matèria 
interestelar. En l’interior de l’estrella, com es pot imaginar, la pressió és enorme i creixent a 
mesura que més pols interestelar és captat per l’astre. Aquesta gran pressió acaba 
desencadenant processos nuclears en els què els àtoms es fusionen, alliberant una gran 
quantitat d’energia. Aquesta força nuclear que s’irradia des del centre de l’estrella contraresta la 
força gravitatòria que tendeix a col·lapsar-la. En aquest punt l’estrella esdevé estable. Per 
diversos motius, la força gravitatòria pot acabar vencent les forces nuclears i l’estrella es 
comprimeix fins formar un forat negre, que és un objecte celeste del qual res no pot escapar, ni 
tan sols la llum. 
 
La percepció del temps varia amb l'escala. Al món més petit el temps transcorre més 
lentament. Els animals de menor tamany es mouen amb més celeritat, metabolitzen els 
aliments més ràpidament, els seus cors laten més veloços i el seu promig de vida és molt més 
breu. Molts dels processos ens passen desapercebuts perquè només notem el que correspon a 
la nostra escala. Ens aferrem a la nostra pròpia escala de l'existència i perdem la majoria de la 
diversitat. Milers d'anys abans que apareguessin a la Terra criatures compostes per cèl·lules 
amb nucli (com nosaltres), unes senzilles bactèries transformaren la superfície del planeta i 
varen inventar molts processos d'alta tecnologia que els humans encara no comprenem del tot, 
com la transformació de la llum solar en energia amb una eficiència de quasi el 100%, que fan 
les plantes amb la clorofil·la. També és interessant tenir en compte que el 10% del nostre pes 
(menys l'aigua) consisteix en bactèries i no podríem viure sense la majoria d'elles. El món d’allò 
extremadament petit és tan estrany i ric que encara hem de començar a captar-lo. 
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 4 CONCLUSIONS 
 
La meva experiència al pràcticum em va mostrar que durant el període de batxillerat, 
focalitzat a la preparació de les PAU, no es treballa l’aprenentatge per competències. Penso 
que el sistema educatiu encara té molt recorregut per fer cap a una educació interdisciplinar 
basada en les competències. Malgrat el marc legal, que recolza aquesta educació per 
competències, la realitat és que en molts centres educatius (escoles, instituts i universitats) no 
s’ha implantat. Crec que si realment es vol canviar el model d’ensenyament cap a les 
competències, és molt important canviar el model d’examen. Durant l’ESO, amb les proves 
PISA, ja es tenen en compte i s’avaluen les competències, però crec que per donar una 
coherència al sistema d’educació s’hauria de fer també a les proves d’accés a la universitat. 
L’única manera per fer que els professors i l’alumnat treballin en competències seria canviant 
les proves d’avaluació ja que l’ensenyament, tant per part dels professors com dels alumnes, 
està molt orientat als resultats, és a dir, a les notes. Fins que arribi aquest moment crec que és 
interessant continuar treballant les competències durant el batxillerat i això es pot fer a les 
assignatures optatives de batxillerat. En aquest sentit, el material elaborat en aquest treball final 
de màster podria estar enquadrat dins d’una assignatura que es podria anomenar 
“Matemàtiques visibles i invisibles al nostre voltant” amb una dedicació d’una hora setmanal. 
 
Des del meu punt de vista, sense coneixements no es pot ser competent, però això no és 
suficient. La meva experiència em mostra que el que és realment important és tenir establerta 
al cervell una xarxa d’idees interrelacionades, que són ben generals, però expliquen molts fets i 
ens permeten prendre decisions i actuar eficaçment. S’ha de tenir la ment suficientment oberta 
per poder mirar aquesta xarxa des de diferents punts de vista per poder entendre’ns a nosaltres 
mateixos, a la resta i al món que ens envolta. En aquest material presentat s’ha tractat 
d’interconnectar les idees per facilitar a l’alumnat que pugui aprendre a establir aquesta xarxa. 
Els llibres de text en molt poques ocasions intenten interconnectar idees, els coneixements es 
presenten com fets aïllats. 
 
La meva experiència com a científica em va permetre adonar-me de la importància que 
tenen les preguntes, ja que una pregunta ben formulada suposa més de la meitat de la recerca. 
Crec que durant el procés d’aprenentatge passa el mateix. Considero que el primer pas per 
aprendre a pensar i, en definitiva, aprendre a aprendre, és saber fer-se les preguntes 
adequades davant un problema o una situació. Durant el pràcticum, vaig observar que l'alumnat 
tenia molta dificultat per formular les preguntes que tenen al cap. Entendre-les i saber 
interpretar-les va suposar per mi una de les majors dificultats. Vaig constatar que l'expressió 
comunicativa dels alumnes és una mica fluixa i crec que és molt important treballar la capacitat 
d’aprendre a formular preguntes per poder articular els propis pensaments i tenir un bon 
raonament. Quan ells em feien preguntes, els intentava respondre amb una altra pregunta per 
a que ells mateixos es poguessin respondre a les seves qüestions. Per aquest motiu es dóna 
especial èmfasi en aquest treball a fer servir una metodologia didàctica basada en les 
preguntes. 
 
Una vegada elaborats els diversos capítols del material didàctic: nombres d’identificació, 
criptografia i la importància de l’escala, voldria destacar de cadascun una característica 
fonamental, però abans és necessari dir que els tres capítols són molt contextualitzats amb la 
vida quotidiana i els problemes que es plantegen són assumptes de temes que ens envolten. 
Tanmateix, al pràcticum em vaig adonar que l’alumnat esta acostumat a resoldre problemes 
només aplicant la teoria d'una manera quasi-automàtica, sense raonar o entendre el significat 
del que s’està fent. Aquesta situació em va mostrar que era prioritari plantejar un treball que fos 
molt contextualitzat i basat en resolució de problemes des del punt de vista més crític. El primer 
capítol sobre nombres d’identificació mostra el pensament pràctic que caracteritza a 
l’enginyeria, l’ésser humà busca maneres d’organitzar a través dels nombres un món que cada 
vegada és més complicat. El segon capítol sobre criptografia posa de manifest la recerca de 
solucions davant d’un problema i com el problema juntament a la seva solució va evolucionant 
amb el pas del temps. Aquest capítol especialment té una relació molt estreta amb les 
matemàtiques, disciplina de la qual fa ús a un nivell alt. A més, es tracta d’un tema molt 
relacionat amb les noves tecnologies com internet o la telefonia mòbil i això pot ser molt 
encoratjador per als alumnes, que veuran com les matemàtiques tenen un pes fonamental en el 
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 desenvolupament del món en el que viuen. Per últim, el quart capítol sobre la importància de 
l’escala posa de manifest la curiositat científica d’entendre el món que l’ésser humà porta tant 
de temps observant. Així, aquest capítol es potser el més divulgatiu i el que pot donar un punt 
de vista més lúdic a l’assignatura proposada. 
 
Amb el material mostrat en aquest treball final de màster, he tractat de posar èmfasi en el 
fet de fer créixer la curiositat pel que ens envolta. Durant l’educació reglada, penso que és 
important conrear la llavor de la curiositat, que ens portarà a seguir aprenent durant tota la vida. 
Si s’ha treballat suficientment la nostra autonomia en l’aprenentatge i som capaços 
d’autoavaluar-nos, podrem disposar d’un professor amb un paper d’acompanyant o fins i tot ser 
autodidactes i arribar a adonar-nos que el millor professor som nosaltres mateixos, ja que ningú 
coneix tan bé les nostres febleses i fortaleses. 
 
Un altre punt que voldria remarcar com cloenda és la reivindicació del coneixement com 
font de plaer. Crec que darrera de la venerada cultura de l’esforç s’amaga el convenciment que 
el patiment ens fa més dignes del que guanyem a la vida, és a dir, que les coses només es 
poden guanyar de manera lícita a través del patiment. Penso que en el fons aquesta filosofia 
que impera en la nostra societat no es troba tan allunyada de la frase que ens sona tan maleïda 
i que diu “la lletra amb sang entra”. Per tot això, jo prefereixo parlar de la cultura del plaer i no 
pas de la de l’esforç. És cert que sense esforç no s’aprèn, però també és veritat que sense 
esforç no es troba el plaer. Vincular el plaer a l’esforç és el mateix que gaudir del teu procés 
d’aprenentatge. Gaudir del plaer del coneixement, sentir-se autònom, poder prendre decisions 
quan tenim dubtes, veure que tots els coneixements serveixen per entendre millor el nostre 
voltant, augmentar la nostra autoestima... tot això ho volem sentir nosaltres per nosaltres 
mateixos, protagonistes del nostre aprenentatge, perquè ens fa ser més feliços. En definitiva, 
adquirir les competències clau ens fa caminar cap a la felicitat. 
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